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บทคัดย่อ 
ตามประสบการณ์ของผู้ เขียนพบว่า การเรียนการสอนในรายวิชากลศาสตร์วสัดมุกัจะเน้นเฉพาะการคํานวณหา
ทิศทางความเค้นหลักเชิงตัวเลข แต่มิได้มีการขยายความเชิงกายภาพให้ผู้ เรียนเกิดความเข้าใจเชิงลึกใน
ความสมัพันธ์ระหว่างค่าทิศทางกับค่าความเค้นหลกัทัง้ๆ ท่ีค่าทิศทางเป็นปัจจัยหนึ่งท่ีมีความสําคัญในการ
วิเคราะห์ความเค้น เพ่ือเป็นการเติมเต็มช่องว่างดงักลา่ว บทความฉบบันีอ้ธิบายวิธีการคํานวณหาทิศทางความ
เค้นหลกัโดยอาศยัวิธีการ 3 วิธี คือ สมการแปลงความเค้น วงกลมมอร์และจดุขัว้ และค่าเจาะจงและเวกเตอร์
เจาะจง ผา่นปัญหาระนาบในทฤษฎีสภาพยืดหยุ่น ผลลพัธ์การคํานวณจะแสดงออกมาทัง้ในลกัษณะเชิงจดุและ
เชิงสนาม สิ่งท่ีได้กล่าวในบทความนีจ้ะช่วยเสริมสร้างความเข้าใจเชิงลึกให้แก่ผู้ เรียน ซึ่งในท้ายท่ีสุดผู้ เขียน
คาดหวงัวา่ผู้ เรียนจะสามารถนําความรู้ไปใช้แก้ปัญหาหรือแปลความหมายเชิงกายภาพของปัญหาอ่ืนใดได้ 
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ABSTRACT 
 
As far as concerned with author’s experiences, most of teaching and learning 
processes in Mechanics of Materials emphasize only a numerical calculation 
of directions of principal stresses but lack an in-depth explanation to students 
about the relation between them and their principal stresses, in spite of their 
importance in stress analysis. To fill the gap, this paper describes a deep 
analysis of the directions of principal stresses using three different methods: 
equation of stress transformation, Mohr’s circle and pole, and Eigen value and 
Eigen vector. These methods are applied on the basis of point-wise and 
whole-field representations to a two dimensional problem in Theory of 
Elasticity. The contents could enhance students’ understanding with the hope 
that the students could apply the knowledge gained to solve or to interpret 
those related problems in hand. 
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I.  บทนํา  
รายวิชากลศาสตร์วสัด ุ(Mechanics of Materials) เป็นรายวิชาเบือ้งต้นท่ีศกึษาเก่ียวกบัการเปล่ียนรูปของวสัดุ
ภายใต้การกระทําของภาระภายนอก ผลของภาระภายนอกทําให้เกิดความเค้นขึน้ภายในวสัดแุละความเค้นนี ้
เป็นปริมาณภายในท่ีไม่สามารถมองเห็นได้ด้วยตาเปล่า อย่างไรก็ดีความเค้นหรือสนามความเค้นสามารถ
มองเห็นได้หากใช้วิธีโฟโตอิลาสติกซิตี ในทางทฤษฎี ความเค้นถือเป็นปริมาณทางฟิสิกส์ท่ีเรียกว่า เทนเซอร์ 
(tensor) มีอนัดบัเท่ากบั 2 และต้องการองค์ประกอบทัง้หมด 32 = 9 องค์ประกอบในการอธิบายให้มี
ความหมายสมบรูณ์ในระบบสามมิติ 
 
ความเค้นเป็นปริมาณท่ีมีทัง้ขนาดและทิศทาง ขนาดของความเค้นบ่งบอกถึงความหนาแน่นของแรงภายในบน
พืน้ท่ีหน้าตดัหนึ่งๆ ในขณะท่ีทิศทางของความเค้นจะแสดงแนวหรือวิถีท่ีความเค้นนัน้กระทํา องค์ประกอบทัง้
สองนีช้่วยให้เราทราบว่า บริเวณใดท่ีจะเกิดความเสียหายและความเสียหายนีจ้ะเกิดขึน้ในทิศทางใด สําหรับ
ความเสียหายนัน้มกัจะมีทิศทางตัง้ฉากกบัความเค้นคา่สงูสดุ [1] จากการสงัเกตของผู้ เขียนหลายครัง้ในคราวท่ี
มีการเรียนการสอนในรายวิชาการออกแบบชิน้ส่วนเคร่ืองจักรกล (โดยการเรียนในเบือ้งต้นเป็นการทบทวน
ความรู้เดิมท่ีผู้ เรียนได้เรียนมาแล้วในรายวิชากลศาสตร์วสัด)ุ พบว่า ผู้ เรียนมีความเข้าใจเป็นอย่างดีเก่ียวกับ
ขนาดของความเค้นหลกั แต่ผู้ เรียนไม่สามารถให้คําอธิบายเชิงลึกเก่ียวกบัทิศทางความเค้นหลกัได้ กล่าวคือ 
ผู้ เรียนไม่สามารถอธิบายความสมัพนัธ์ระหว่างทิศทางความเค้นหลกักบัลกัษณะความเสียหายท่ีเกิดขึน้ในวสัดุ
ได้  ผู้ เขียนได้พยายามค้นหาสาเหตเุก่ียวกบัปัญหาข้างต้น ซึ่งสามารถสรุปประเด็นได้ดงันี ้เน่ืองจากขนาดของ
ความเค้นหลกัเป็นปริมาณสเกลาร์  ดงันัน้ การท่ีผู้ เรียนจะเข้าใจเก่ียวกับขนาดความเค้นจึงเป็นเร่ืองท่ีไม่ยาก
เกินไป สาเหตุท่ีเป็นเช่นนีก็้เพราะว่า ในชีวิตประจําวันเรามักจะใช้ปริมาณสเกลาร์ส่ือสารกันเป็นส่วนใหญ่ 
อย่างไรก็ตาม การรวมกนัระหว่างทิศทางกบัขนาดความเค้นหลกัเป็นผลให้ลกัษณะของสิ่งท่ีผู้ เรียนจะต้องทํา
ความเข้าใจเปล่ียนจากรูปธรรมไปเป็นนามธรรม ซึง่ในท้ายท่ีสดุสง่ผลให้ผู้ เรียนขาดความเข้าใจ  
 
ผู้ เขียนได้เคยตัง้คําถามกบัผู้ เรียนโดยให้ผู้ เรียนจินตนาการถึงการทบุกระบอกข้าวหลามท่ียงัไม่ได้ปอกผิวแข็ง
ออก โดยท่ีรายละเอียดตา่ง ๆ แสดงในตารางท่ี 1 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

คําถามข้างต้นมีนยัสําคญัซอ่นอยู ่กลา่วคือ การท่ีกระบอกข้าวหลามจะแตกหรือไม่นัน้ มิได้ขึน้อยู่กบัจํานวนเท่า
ของอตัราส่วนระหว่างความเค้นในแนวเส้นรอบวงต่อความเค้นในแนวแกน แต่จะขึน้อยู่กบัอตัราส่วนระหว่าง
ความต้านแรงครากของวสัด ุ(yield strength) ตอ่ความเค้นท่ีเกิดขึน้ หลกัในการออกแบบก็คือ การนําความเค้น 

ตารางที่ 1 
เ ง่ื อ น ไ ข แ ล ะ คํ า ถ า ม
เ ก่ี ย วกับก ระบอก ข้ า ว
หลาม โดยท่ีคําถามเป็น
ของผู้ เ ขียนและคําตอบ
เป็นของผู้ เรียน 

 
 

 

เง่ือนไข: หากเราใช้มีดหรือขวานฟันไปยงักระบอกข้าวหลามตามแนวยาวและ/หรือตามแนวขวาง 

คําถาม: กระบอกข้าวหลามจะเกิดความเสียหาย
หรือแตกในแนวใด? 

คําตอบ: กระบอกข้าวหลามจะแตกตามแนวยาวหรือ
ตามแนวแกน 

คําถาม: เหตใุดจงึเป็นเช่นนัน้? คําตอบ: ในทางทฤษฎีนัน้ ความเค้นในแนวเส้นรอบวง 
(hoop stress) จะมีค่ามากกว่าความเค้นใน
แนวแกน (axial stress) 2 เท่า 

คําถาม: หากสดัส่วนของความเค้นมีค่า 1.5 เท่า 
หรือ 2.5 เท่า แล้ว กระบอกข้าวหลามจะ
เกิดความเสียหายหรือแตกในแนวใด? 

คําตอบ: ??? หรือ กระบอกข้าวหลามจะแตกตามแนว
ยาวหรือตามแนวแกน (สําหรับผู้ เรียนบาง
คน) 
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ท่ีมีค่าสงูสดุ (maximum stress) ไปเปรียบเทียบกบัความต้านแรงคราก ทัง้นีรู้ปแบบการเปรียบเทียบขึน้อยู่กบั
ทฤษฎีความเสียหายท่ีเลือกใช้ เน่ืองจากความเค้นในแนวเส้นรอบวงมีค่ามากกว่าความเค้นในแนวแกน ดงันัน้ 
ความเค้นท่ีถกูนําไปเปรียบเทียบก็คือ ความเค้นในแนวเส้นรอบวงนัน่เอง 

 
หากความเค้นคา่สงูสดุมีคา่มากกวา่ความต้านแรงครากของวสัดก็ุจะทําให้เกิดความเสียหายขึน้ คําถามจึงมีอยู่
วา่ จะเกิดความเสียหายอยา่งไร? (ตารางท่ี 1) คําตอบก็คือ ความเสียหายหรือการแตกร้าวจะเกิดขึน้ในแนวหรือ
ทิศทางท่ีตัง้ฉากกบัทิศทางความเค้นหลกัดงัท่ีได้กล่าวแล้วข้างต้น เราจะเห็นได้ว่า ทิศทางความเค้นหลกัเป็น
ปัจจยัสําคญัอนัหนึ่งในการอธิบายถึงลกัษณะความเสียหายท่ีจะเกิดขึน้ เพ่ือให้เกิดความเข้าใจเชิงลกึแก่ผู้ เรียน 
บทความนีนํ้าเสนอวิธีการคํานวณหาทิศทางความเค้นหลกัแบบเชิงจดุและเชิงสนามผ่านปัญหาแผ่นจานกลม
รับแรงเข้มกดในแนวเส้นผ่านศนูย์กลาง (a circular disk subjected a diametral compression) ซึง่ปัญหานีมี้
ผลเฉลยแมน่ตรงท่ีพิสจูน์ทราบแล้วโดยทฤษฎีสภาพยืดหยุน่  

 

Il.  วธีิการคาํนวณหาความเค้นหลักและทศิทาง 
2.1 สมการแปลงความเค้นในพจน์ขององค์ประกอบความเค้น 

สําหรับปัญหาความเค้นระนาบ (plane problem)  ความเค้น ณ จุดหนึ่ง ๆ ท่ีมุมใดๆ สามารถ
คํานวณหาได้จากสมการแปลงความเค้น [2] 

                                    (1) 

โดยท่ี มมุ  คือ มมุระหวา่งแกนพิกดั  และ  ซึง่วดัในทิศทางทวนเข็มนาฬิกา (รูปท่ี 1) 
 
ความเค้นหลกัและทิศทางความเค้นหลกัสามารถคํานวณหาได้จากสมการ 

                                            (2) 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 1 
(ก) เอลิเมนต์ความเค้น
ทัว่ไปในระบบพิกัดอ้างอิง 

 และ (ข) เอลิเมนต์
ความเค้นหลกัในแนวแกน 
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และ                                                       

    หรือ                                     (3) 

 
ตามลําดบั โดยท่ี  และ  คือ ความเค้นหลกั    และ  คือ องค์ประกอบความเค้นในระบบ
พิกดัคาร์ทีเซียนหรือระบบพิกดัฉาก และ  คือ มมุท่ีแสดงทิศทางความเค้นหลกั ซึง่วดัเทียบกบัแกน
อ้างอิง x ในทิศทางทวนเข็มนาฬิกา สําหรับตวัห้อย p นัน้หมายถงึ การใช้คา่หลกั (principal values) 
ของฟังก์ชนัแทนเจนต์ผกผนัในย่าน  ถงึ  ท่ีรวมค่า  เข้าไว้ด้วยเท่านัน้ทัง้นีเ้พราะวา่ ฟังก์ชนั
แทนเจนต์เป็นฟังก์ชนัคาบ (periodic function) จากความสมัพนัธ์  ฟังก์ชนั
แทนเจนต์ผกผนัในสมการ (3) จะให้คา่มมุ  ออกมาสองคา่ท่ีหา่งกนัเทา่กบั  (ความเค้นหลกัทัง้สอง
มีทิศทางตัง้ฉากซึง่กนัและกนั) ด้วยเหตนีุ ้ การใช้สมการ (3) คํานวณหาทิศทางความเค้นหลกัเพียง
สมการเดียวจงึไมส่ามารถระบไุด้วา่ มมุ  คา่ใดจะแสดงทิศทางความเค้นหลกั  หรือ  [1] 
  
เน่ืองจากวา่อาร์กิวเมนต์ของฟังก์ชนัแทนเจนต์ในสมการ (3) อยูใ่นรูปของ  ดงันัน้ มมุ  จงึมีคา่อยู่
ในยา่น  ถงึ  เท่านัน้ ซึง่ในทางกายภาพแล้ว มมุ  จะต้องมีคา่อยูใ่นยา่น  ถงึ   
ปรากฏการณ์นีทํ้าให้เราเรียกผลลพัธ์ท่ีได้จากสมการ (3) วา่ ‘คา่เฟสซอ่นรูป’ (wrapped phase) และคา่
มมุทางกายภาพวา่ ‘คา่เฟสเตม็รูป’ (unwrapped phase) สําหรับการแก้ปัญหาดงักลา่วในทางปฏิบติั
นัน้ เราจะต้องหาวิธีการอ่ืนใดท่ีจะทําให้ได้คา่เฟสเตม็รูปจากเฟสซอ่นรูป วิธีการท่ีกลา่วถงึนีเ้ป็นท่ีรู้จกั
กนัดีในช่ือของ ‘การคืนรูปเฟส’ (phase unwrapping) [3] คา่เฟสซอ่นรูปทําให้เราไมส่ามารถระบไุด้วา่
มมุ  ท่ีคํานวณได้จากสมการ (3) นัน้ คา่ใดจะแสดงทิศทางความเค้นหลกั  หรือ  ท่ีคํานวณได้
จากสมการ (2) สําหรับตวัอยา่งการคํานวณนัน้จะได้แสดงตอ่ไป คําวา่ เฟสซอ่นรูป เฟสเต็มรูป และการ
คืนรูปเฟส เป็นคําท่ีผู้ เขียนได้บญัญติัขึน้ใช้เองเน่ืองจากยงัไมมี่การบญัญติัคําเหลา่นีใ้นภาษาไทยอยา่ง
เป็นทางการ สําหรับเนือ้หาเก่ียวกบัการคืนรูปเฟสนัน้ ผู้ เขียนจะไมข่อกลา่วในรายละเอียดเน่ืองจากอยู่
นอกเหนือวตัถปุระสงค์ของบทความฉบบันี ้
 
เราสามารถพิสจูน์ท่ีมาของสมการ (3) ได้โดยการกําหนดให้  (ท่ีระนาบหลกัความเค้นเฉือนมี
คา่เทา่กบัศนูย์) ซึง่ผลท่ีได้แสดงให้เหน็วา่ ณ จดุหนึง่ ๆ คา่ความเค้นหลกัและทิศทางจะมีอยู่เพียงชดุ
เดียวเทา่นัน้ หากพิจารณาจดุอ่ืนใดในอาณาบริเวณท่ีสนใจ เราก็จะได้ความเค้นหลกัอีกชดุหนึ่งซึง่มีคา่
แตกตา่งกนัไปทัง้ขนาดและทิศทาง การแปรเปล่ียนไปของทิศทางความเค้นนีเ้องท่ีทําให้เกิดการไหลของ
ความเค้น [1] 
 
สําหรับการคํานวณหาคา่ทิศทางความเค้นหลกัท่ีสอดคล้องกบัคา่ความเค้นหลกัคา่ใดคา่หนึง่นัน้ เรา
สามารถทําได้ตามขัน้ตอนดงันี ้

1.  คํานวณหาค่าความเค้นหลกั  และ  และทิศทางความเค้นหลกั  โดยอาศยัสมการ (2)      
     และ (3) ตามลําดบั 

 2.  นําคา่ทิศทางความเค้นหลกั  คา่ใดคา่หนึง่ (โดยปกติจะใช้คา่แรก) ไปแทนลงในตวัแปร  ท่ี  
              ปรากฏอยูใ่นสมการ  ลําดบัแรกของสมการ (1) 

3.  เปรียบเทียบคา่  ท่ีคํานวณได้จากข้อ 2. กบัคา่ความเค้นหลกั  และ  ท่ีคํานวณได้จาก  
     ข้อ 1.  
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หากคา่ของ  ตรงกบัความเค้นหลกัคา่ใด ทิศทางความเค้นหลกั  ก็จะแสดงทิศทางของความเค้น
หลกัคา่นัน้ สว่นคา่มมุท่ีเหลือก็จะเป็นทิศทางของความเค้นหลกัอีกคา่หนึง่ 
 
ผู้อา่นพงึสงัเกตวา่ หากเราแทนค่าทิศทางความเค้นหลกั  ลงในมมุ  ท่ีปรากฏอยูใ่นสมการ  ของ
สมการ (1) จะเป็นผลให้เกิดการสลบักนัของทิศทางความเค้นหลกั ดงันัน้ เพ่ือให้ได้ผลลพัธ์ท่ีถกูต้อง เรา
จะต้องแทนลงในมมุ  ท่ีปรากฏอยูใ่นสมการ  เทา่นัน้เน่ืองจาก  เป็นมมุระหวา่งแกน  กบั  (รูป
ท่ี 1) 

 
2.2 สมการแปลงความเค้นในพจน์ของความเค้นหลัก 

หากเราทราบคา่ความเค้นหลกั (จากสมการ (2)) คา่ความเค้นท่ีตําแหน่งเชิงมมุ  ใด ๆ ก็สามารถ
คํานวณหาได้จากสมการ 

                                                (4) 

โดยท่ี มมุ  คือ มมุระหวา่งแกนพิกดั  และ  ซึง่วดัในทิศทางทวนเข็มนาฬิกา 
ความสมัพนัธ์ดงักลา่วสามารถทําความเข้าใจได้โดยพิจารณารูปท่ี  1ข โดยกําหนดให้แกนพิกดั  
เป็น , แกนพิกดั  เป็น  และมมุ  เป็น )  
 
สมการ (4) ถือเป็นหวัใจสําคญัในการศกึษาทางด้านโฟโตอิลาสติกซิตีโดยเฉพาะสมการความเค้นเฉือน
ในลําดบัสดุท้าย ทัง้นีเ้พราะวา่ องค์ประกอบความเค้นทัง้สามในระบบแกนอ้างอิง  จะถกูแสดง
อยูใ่นพจน์ของผลรวมของความเค้นหลกั ผลตา่งของความเค้นหลกั และทิศทางความเค้นหลกั ซึง่ใน
สาขาโฟโตอิลาสติกซิตี ผลรวมของความเค้นหลกั  มีช่ือเรียกวา่ ไอโซพาชิก (isopachics) 
ผลตา่งของความเค้นหลกั  มีช่ือเรียกวา่ ไอโซโครมาติก (isochromatics) และทิศทางความ
เค้นหลกั  มีช่ือเรียกวา่ ไอโซคลินิก (isoclinics) โดยอาศยัข้อมลูไอโซโครมาติกและไอโซคลนิิก เรา
สามารถคํานวณหาคา่ความเค้นเฉือน  ได้ [4,5] 

 

2.3 โคไซน์แสดงทศิทางความเค้นหลัก: ค่าเจาะจงและเวกเตอร์เจาะจง 
เราสามารถคํานวณหาโคไซน์แสดงทิศทางของความเค้นหลกัได้ โดยอาศยัสมการ [2] 

                                                       (5) 

และ 
                                                                 (6) 

โดยท่ี  ( ) คือ ความเค้นหลกั และ  และ  คือ คา่โคไซน์แสดงทิศทางของทิศทางความเค้น
หลกัเทียบกบัแกน x และแกน y ตามลําดบั เน่ืองจากปัญหาท่ีพิจารณาเป็นปัญหาความเค้นระนาบหาก
กําหนดให้ทิศทางความเค้นหลกัวดัเทียบกบัแกนอ้างอิง x เพียงแกนเดียวแล้ว เราก็จะได้  
และ  ซึง่ทําให้เราเขียนสมการ (5) และ (6) ได้ใหมคื่อ 

                                             (7) 

และ 
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                                                      (8) 

สมการ (5) ถงึ (8) แสดงให้เหน็วา่  คือ คา่เจาะจง (Eigen value) และโคไซน์แสดงทิศทาง  และ  
คือเวกเตอร์เจาะจง (Eigen vector) ท่ีสอดคล้องกนันัน่เอง 
 
ด้วยสมการ (7) และ (8) เราจะได้วา่ 

                                    (9) 

และ 

                                                (10) 

ดงันัน้ เราสามารถคํานวณหาทิศทางความเค้นหลกัได้โดยความสมัพนัธ์ 

                                                       (11) 

สําหรับการระบทุิศทางความเค้นหลกัท่ีสอดคล้องกบัคา่ความเค้นหลกันัน้ เราสามารถทําได้ตามขัน้ตอน
ดงันี ้

 1. คํานวณหาคา่ความเค้นหลกั  และ  โดยอาศยัสมการ (2) 
 2. นําคา่ความเค้นหลกั  หรือ  แทนลงไปท่ี  ในสมการ (9) และ (10) 
 3. คํานวณหาคา่ทิศทางความเค้นหลกั  โดยสมการ (11) 

ผู้อ่านพึงสงัเกตความแตกต่างระหว่างผลลพัธ์ของสมการ (3) กบั (11) กล่าวคือ สมการ (3) จะทําให้ 
 (เฟสซ่อนรูป) ขณะท่ีสมการ (11) จะให้ผลลพัธ์  (เฟสเต็มรูป) 

สําหรับความหมายของเฟสซ่อนรูปในเชิงรูปธรรมนัน้  ผู้ เขียนจะได้อธิบายให้เกิดความเข้าใจมากย่ิงขึน้
ในหวัข้อ III 

 

2.4 วงกลมมอร์ 
วงกลมมอร์เป็นเคร่ืองมืออนัหนึ่งท่ีแสดงความหมายของสมการ (1) ออกมาในเชิงรูปภาพ วงกลมมอร์
ทําให้เราเข้าใจเก่ียวกบัการแปรเปล่ียนคา่ไปขององค์ประกอบความเค้นเม่ือมมุ  มีค่าแปรเปล่ียนไป รูป
ท่ี 2 แสดงภาพตวัอยา่งของวงกลมมอร์ สําหรับการวาดวงกลมมอร์มีขัน้ตอนดงันี ้

 1.  กําหนดแกนพิกดั  และ  โดยท่ี    ให้มีทิศทางไปทางขวา และ   (ความเค้นเฉือนใน  
      ทิศทางทวนเข็มนาฬิกา) มีทิศทางลงด้านลา่ง 
 2.  กําหนดจดุศนูย์กลางของวงกลมมอร์ (จดุ C) บนแกน  ท่ีระยะหา่งเทา่กบั  จาก 

                         จดุกําเนิด (จดุ O) ของแกนพิกดั  และ  
                    3.  กําหนดจดุ A ( ) ลงบนระนาบ โดยคา่ท่ีเลือกใช้ให้เป็นคา่องค์ประกอบความเค้นบน 

  หน้าตดั  (ดรููปเอลเิมนต์ความเค้น  ในรูปท่ี 2) 
4.  วาดวงกลมโดยใช้จดุ C เป็นจดุศนูย์กลาง โดยท่ีวงกลมมีรัศมีเทา่กบัระยะ  
 5.  ลากเส้น  ผา่นจดุศนูย์กลาง C โดยท่ีจดุ B ก็คือจดุท่ีมีคา่องค์ประกอบความเค้นบน 
      หน้าตดั   

พงึสงัเกตวา่ มมุ  บนวงกลมจะมีคา่เป็นสองเทา่ของมมุ  บนเอลเิมนต์ความเค้น แตว่ดัในทิศทางทวน 
เข็มนาฬิกาเช่นเดียวกนั 
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จากรูปท่ี 2 รัศมีของวงกลม (ความเค้นเฉือนคา่สงูสดุ) คือ 

                                   (12) 

                             (13) 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

และ 

                                      (14) 

ซึง่เหมือนกบัสมการ (3) 
 

2.5 จุดขัว้ 
วิธีจุดขัว้ทําให้เราเห็นภาพของเอลิเมนต์ความเค้นและทิศทางความเค้นในภาพวงกลมมอร์ได้อย่าง
ชดัเจน ซึง่ทําให้ง่ายต่อการวิเคราะห์ ให้เราพิจารณาภาพวงกลมมอร์ในรูปท่ี 2 และ 3 ประกอบกนั ซึ่ง
ขัน้ตอนของวิธีจดุขัว้มีดงันี ้[6] 

 1.   จากจดุ A ในรูปท่ี 2 ให้เราลากเส้นตรงขนานกบัแกนพิกดั  ไปตดักบัขอบของวงกลมมอร์อีก  
       ด้านหนึง่ของแกนพิกดั    จดุตดัดงักลา่วมีช่ือเรียกวา่ จดุสมนยั  (a conjugate point ) 

รูปที่ 2 
ว ง ก ล ม ม อ ร์ พ ร้ อ ม
รายละเอียดท่ีสําคัญต่อ
ก า ร คํ า น ว ณ ห า ค่ า
องค์ประกอบความเค้น 
ค ว า ม เ ค้ น ห ลั ก  แ ล ะ
ทิศทางความเค้นหลกั  



doi: 10.4186/ejth.2010.1.1  

www.ej.eng.chula.co.th              วารสารวศิวกรรมศาสตร์ : เลม่ 2 ฉบบัท่ี 1 : วิศวกรรมส่ิงแวดล้อมไทย : ISSN 1906-3636 : ตอบรับ ก.พ. 2553     9 

       (รูปท่ี 3) แนวเส้นตรงท่ีเช่ือมระหวา่งจดุ A กบัจดุ   มีช่ือวา่ เส้นอ้างอิง (reference line) 
2. ใช้จุดสมนยั  เป็นจุดขัว้ (pole) เพ่ือหาค่าองค์ประกอบความเค้น ณ จดุต่างๆ บนวงกลม

มอร์ ตวัอยา่งเช่น หากเราต้องการทราบค่าองค์ประกอบความเค้น ณ จดุ G( ) ใด ๆ  
ก็ให้ลากเส้นตรงจากจุดขัว้  ไปตดักับจุด G นัน้ ซึ่งค่าของความเค้นสามารถวดัค่าได้   
โดยตรงจากวงกลมมอร์ 

3. มมุเอียง  ของเอลิเมนต์ความเค้น ณ จดุ G( ) ก็คือ มมุระหว่างเส้นตรง   กบั  
 โดยวัดจากแนวเส้นตรง  ไปยัง  โดยใช้จุด  เป็นจุดหมุน ซึ่งหากมีทิศทาง

ทวนเข็มก็จะมีเคร่ืองหมายเป็นบวกและจะเป็นลบหากมีทิศทางตรงกันข้าม สําหรับการ
พิสจูน์ว่า มมุเอียง  ของเอลิเมนต์ความเค้น ณ จุด G( ) นัน้เป็นมมุระหว่างเส้น  

 กับ   สามารถกระ ทํา ไ ด้ดัง นี  ้พิจารณาสามเหลี่ ยม   จะพบว่ ามุม 
 ดังนั น้   โดยอาศัยหลักการ เ ดี ยวกันกับ

สามเหล่ียม   ก็จะได้ว่า  ดังนัน้ มุมเอียง  ท่ีวัดจากแนวเส้น
อ้างอิง  ไปยงัแนวเส้น   ก็คือ   ซึ่งเม่ือเราแทนค่าแล้ว ก็จะได้
วา่  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 3 
ว ง ก ล ม ม อ ร์ พ ร้ อ ม
รายละเอียดท่ีสําคัญใน
การประยุกต์ใช้วิธีจุดขัว้
ในการหาความเค้นและ
ทิศทาง 
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                                                                                                                                                                                                  doi: 10.4186/ejth.2010.1.1 

10    วารสารวิศวกรรมศาสตร์ : เลม่ 2 ฉบบัท่ี 1 : วิศวกรรมส่ิงแวดล้อมไทย : ISSN 1906-3636 : ตอบรับ ก.พ. 2553.                         www.ej.eng.chula.co.th 

จากหลกัการข้างต้น เราสามารถคํานวณหาค่าองค์ประกอบความเค้น ณ จดุใด ๆ บนเส้นวงกลมมอร์ได้
โดยการลากเส้นจากจุดขัว้ไปตดักับจุดท่ีต้องการทราบค่า เช่น หากเราต้องการทราบค่าทิศทางความ
เค้นหลกัเราก็สามารถหาค่าได้โดยการลากเส้นตรงจากจดุขัว้ไปตดัท่ีจดุ F (รูปท่ี 3) ซึง่เป็นค่าความเค้น
หลกั  (แนวเส้นตรง  หรือเส้นสีนํา้เงิน) มมุ  ก็คือมมุระหว่างเส้นตรง  กบั  ซึ่งวดัจาก
แนวเส้นอ้างอิงในทิศทางทวนเข็มนาฬิการอบจดุขัว้ สําหรับเอลิเมนต์ความเค้นหลกันัน้แสดงอยู่ในรูปท่ี 
3 กลา่วคือ เอลเิมนต์ท่ีตําแหน่งหน้าตดั  และ  

 

III.  การแปลความหมายของเฟสซ่อนรูปและเฟสเตม็รูป 
จากท่ีได้กล่าวมาแล้วข้างต้นว่า สมการ (3) จะทําให้  เฟสซ่อนรูปนีทํ้าให้เราไม่สามารถ
ทราบได้ว่าค่ามมุดงักล่าวสอดคล้องกับความเค้นหลกัค่าใด การเกิดเฟสซ่อนรูปสามารถสงัเกตเห็นได้ชัดใน
วงกลมมอร์ พิจารณาความเค้นหลกั  (รูปท่ี 2) เป็นค่าแรก เราจะพบว่ามมุ  เป็นมมุระหว่างสภาวะความ
เค้นท่ีใช้วาดวงกลมมอร์ (เส้นตรง ) กบัความเค้นหลกั   มมุ  จะยงัคงแสดงทิศทางความเค้นหลกั 

 ตราบเท่าท่ีจดุ A มีตําแหน่งไม่เกินจดุ E หรือมมุ  หรือ  (พิจารณาตามหลกัพีชคณิต) 
เม่ือใดก็ตามท่ีเง่ือนไขดงักลา่วข้างต้นไม่เป็นจริง กลา่วคือ จดุ A มีตําแหน่งอยู่เลยจดุ E ออกไป ความเค้นหลกั 

 จะเปล่ียนไปกระทําบนหน้าตดัท่ีค่าองค์ประกอบความเค้นบนหน้าตดันัน้ถกูใช้กําหนดตําแหน่งจดุ B  (หน้า
ตดั ) ทนัที ในทํานองเดียวกนัหากเราพิจารณาความเค้นหลกั  ด้วยก็จะเห็นได้ว่า  จะกระทําบนหน้าตดั
ท่ีค่าองค์ประกอบความเค้นถูกใช้กําหนดตําแหน่งจุด  A  (หน้าตดั ) สิ่งท่ีเกิดขึน้นีแ้สดงให้เห็นว่า ทิศทาง
ความเค้นหลกัทัง้สองจะสลบักนัเม่ือ  (ในกรณีของจดุ A) และสาเหตนีุเ้องท่ีทําให้เกิด เฟสซอ่นรูป  
 
จากท่ีได้กลา่วผา่นมาเราพิจารณาเฉพาะกรณีท่ีจดุ A อยูท่างด้านลา่งของแกน  หากคา่องค์ประกอบความเค้น
เปล่ียนไปโดยเป็นผลให้จดุ A เปล่ียนตําแหน่งไปอยู่ทางด้านบนของแกน  และใช้วิธีการเดียวกนักบัท่ีอธิบาย
ข้างต้นก็จะพบว่าจดุ A จะต้องมีตําแหน่งไม่เกินจดุ H หรือมมุ  หรือ  ซึ่งถ้าหากเง่ือนไข
ดงักลา่วไม่เป็นจริงก็จะทําให้เกิดการสลบักนัของทิศทางความเค้นหลกัเช่นกนั เม่ือรวมกรณี  เข้ากบั 

 แล้วก็จะได้ยา่นเฟสซ่อนรูป  ดงัท่ีกลา่วแล้วข้างต้น ในความเป็นจริงแล้ว เราควร
เขียนว่า  สําหรับเฟสซ่อนรูป หรือ  สําหรับเฟสเต็มรูป ทัง้นีเ้น่ืองด้วย 
ฟังก์ชนัแทนแจนต์และแทนเจนต์ผกผนัมีความต่อเน่ืองในช่วงข้างต้น กลา่วคือ กราฟของฟังก์ชนัแทนแจนต์จะ
ไม่สามารถหาค่าได้เม่ือ  และแทนเจนต์ผกผนัจะให้ค่า  เม่ืออาร์กิวเมนต์ของฟังก์ชนัมีค่า
อนนัต์ อย่างไรก็ตาม การแสดงผลลพัธ์ส่วนใหญ่นัน้มกัจะแสดงออกมาในลกัษณะของภาพเชิงเลข (digitally 
graphic representation) ซึ่งอยู่ในรูปของฟังก์ชันวิยุต (discrete function) จึงทําให้นักวิจัยส่วนใหญ่ใน
สาขาโฟโตอิลาสติก ซิ ตีแสดงย่านของทิศทางความเ ค้นหลักออกมาเ ป็น   หรือ 

 หากเราพิจารณาภาพวงกลมมอร์โดยละเอียดอีกครัง้ (รูปท่ี 3) ก็จะพบว่า ทิศทางความเค้น
หลกั  ท่ีเทียบกบัจดุ A นัน้คือ  (วดัจากจดุ E ไปยงัจดุ H) หรือ  ค่ามมุ  นีก็้คือ ค่า 
มอดุโล (modulo) ของย่านเฟสซ่อนรูป ในขณะท่ีค่ามอดโุลของย่านเฟสเต็มรูปคือ  ค่ามอดุโลทัง้สองนีมี้
ส่วนสําคัญอย่างมากสําหรับการคืนรูปเฟส ท่ีต้องอาศัยหลักการปฏิบัติระหว่างจุดภาพ (pixel-based 
methods) ตวัอยา่งเช่น วิธีการใน [7-9]  
 
ตัง้แต่ท่ีได้กล่าวมาข้างต้นจนถึง ณ ขณะนี ้ผู้ เขียนคาดว่าผู้อ่านมีความเข้าใจเก่ียวกบัทิศทางความเค้นหลกัทัง้
ในลกัษณะเฟสซอ่นรูปและเฟสเต็มรูป แต่ผู้อ่านอาจจะมีคําถามท่ีสําคญัอีกข้อหนึ่ง กลา่วคือ การใช้เฟสซ่อนรูป
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และ/หรือเฟสเต็มรูปจะสง่ผลอย่างไรต่อการวิเคราะห์ความเค้น? คําถามนีส้ามารถตอบได้โดยอาศยัสมการ (4) 
ประกอบการอธิบาย จากสมการ (4) เราจะพบว่า ค่าความเค้น  และ  จะมีค่าขึน้อยู่กบัค่าความเค้น
หลกั  และ  เทา่นัน้ ทัง้นีเ้พราะว่า  แต่ในกรณีความเค้นเฉือน  นัน้จะมีค่าขึน้อยู่กบั
ค่าความเค้นหลกั  และ  และทิศทางความเค้นหลกั  ทัง้นีเ้น่ืองด้วย  เพ่ือให้เกิดความ
เข้าใจมากขึน้ให้เราพิจารณารูปท่ี 4 ซึ่งเป็นภาพของวงกลมมอร์ท่ีวาดขึน้จากสมการ (4) ประกอบกบัข้อมลูใน
ตารางท่ี 2  ค่าความเค้นเฉือน  ท่ีคํานวณได้จะมีการสลบัของเคร่ืองหมายทนัทีหากเราใช้ค่าทิศทางความ
เค้นหลกัในย่านเฟสซ่อนรูป (ดคู่าความเค้นเฉือน  ในแถวท่ี 3 ของตารางท่ี 2) ซึง่ลกัษณะเช่นนีจ้ะส่งผลให้
ความเค้นท่ีตําแหน่ง  และ  มีการพลิกกลบัไปมา (flip) รอบแกน  ในขณะท่ีความเค้นเฉือนจะมีค่าท่ี
ตอ่เน่ือง หรือไมเ่กิดการพลกิกลบัของเคร่ืองหมายเม่ือเราใช้คา่ทิศทางความเค้นหลกัในย่านเต็มรูป ตวัอย่างท่ีได้
อธิบายไปแล้วข้างต้นเป็นสิ่งยืนยนัได้เป็นอย่างดีถึงความสําคญัของทิศทางความเค้นหลกัในย่านเฟสเต็มรูป 
สําหรับรายละเอียดเพิ่มเติมเก่ียวกบัเร่ืองนีโ้ดยพิจารณาบนฐานของโฟโตอิลาสติกซิตีนัน้ สามารถค้นหาอ่านได้
ท่ี [10] 
 

IV.  ผลการวิเคราะห์หาทศิทางความเค้นหลักเชิงจุด 
เพ่ือให้เกิดความเข้าใจ ผู้ เขียนจะนําเสนอตวัอยา่งการคํานวณดงันี ้ สมมติให้องค์ประกอบความเค้นในระบบ
พิกดัฉาก ,  และ  โดยอาศยัสมการ (2) เราจะได้คา่ความเค้นฉาก
เฉล่ีย และคา่ความเค้นหลกั  และ  ด้วยข้อมลูดงักลา่วนีเ้รา
สามารถคํานวณหาทิศทางความเค้นหลกัได้  
 

4.1  การคาํนวณด้วยวธีิการเชิงตวัเลข  
ตารางท่ี 3 แสดงผลลพัธ์ท่ีได้จากการคํานวณเชิงตวัเลขจากสมการแปลงความเค้น และสมการค่า
เจาะจงและเวกเตอร์เจาะจง จากข้อมลูในตารางเราจะเห็นได้ว่า ในกรณีของการใช้สมการแปลงความ
เค้น (หวัข้อ 2.1) เราจะต้องคํานวณหาคา่ทิศทางความเค้นหลกัโดยอาศยัสมการ (3) ก่อน ในขณะท่ีการ
ใช้สมการค่าเจาะจงและเวกเตอร์เจาะจงนัน้ไม่จําเป็นต้องใช้สมการ (3) ซึ่งสามารถคํานวณได้รวดเร็ว
กว่า อย่างไรก็ดี ผู้อ่านพึงระลึกถึงความแตกต่างของผลลพัธ์ท่ีได้จากทัง้สองวิธีดังท่ีได้กล่าวมาแล้ว 
กล่าวคือ วิธีแรกจะทําให้  และวิธีการหลังจะทําให้   เป็นท่ีน่า
สงัเกตวา่ หนงัสือท่ีเก่ียวกบัรายวิชากลศาสตร์วสัดท่ีุเป็นภาษาไทยสว่นใหญ่มกัจะกลา่วถึงเฉพาะวิธีการ
แรกในการคํานวณหาทิศทางความเค้นหลกัเท่านัน้และไม่ได้อธิบายเสริมในเชิงลกึเก่ียวกบัเฟสซ่อนรูป
และเฟสเตม็รูป 

 
นอกจากนีจ้ะสงัเกตเห็นได้ว่า การคํานวณหาทิศทางความเค้นหลกัโดยอาศยัสมการค่าเจาะจงและ
เวกเตอร์เจาะจงนัน้อาจไม่จําเป็นต้องใช้สมการ (9) – (11) แต่สามารถใช้สมการลําดบัแรกหรือลําดบัท่ี
สองในสมการ (7) ตามลําดบัได้ทนัที กลา่วคือ 

         หรือ                                      (15) 

สาเหตุท่ีเราสามารถใช้สมการ (15) ได้ก็เพราะว่าในแต่ละสมการนัน้มีตัวแปรเพียงตัวเดียวเท่านัน้ 
กล่าวคือ มมุ  ดงันัน้จากหลกัการทางคณิตศาสตร์ท่ีว่า ตวัแปรเดียวและสมการเดียว เราสามารถหา
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คา่ตวัแปรนัน้ได้ พงึสงัเกตวา่ หากเรานําสมการทัง้สองในสมการ (15) มาเทา่กนั และจดัสมการใหม่ก็จะ
ได้สมการกําลงัสองในรูปของความเค้นหลกั  ซึ่งเม่ือเราแก้สมการดังกล่าวด้วยสูตรการแก้สมการ
กําลงัสอง (quadratic equation) เราก็จะได้สมการท่ีใช้คํานวณหาความเค้นหลกั เช่นเดียวกนั (สมการ 
(2)) จากท่ีกล่าวข้างต้นจึงมีคําถามอยู่ว่า ถ้าเป็นดังนัน้เหตุใดเราจึงยังต้องใช้สมการ (9) – (11)? 
คําตอบก็คือว่า ในการวิเคราะห์ปัญหาในทางปฏิบติันัน้เรามกัจะวิเคราะห์ปัญหาในลกัษณะ 3 มิติ 
ดงันัน้เราจงึสามารถเขียนสมการ (5) และ (6) ได้ใหมคื่อ 

                                                (16) 

รูปที่ 4 
ว ง ก ล ม ม อ ร์ พ ร้ อ ม
รายละเอียดท่ีสําคญัสําหรับ
ก า ร คํ า น ว ณ ห า ค่ า
องค์ประกอบความเค้นท่ี
ตําแหน่งใด ๆ เทียบกับแกน
พิกดั   

ตารางที่ 2 
ค่าความเค้นเฉือน  ท่ี
แ ป ร เ ป ล่ี ย น ไ ป ต า ม ค่ า
ทิศทางความเค้นหลัก ใน
ย่านเฟสซ่อนรูปและเฟสเต็ม
รูปท่ีสอดคล้องกับสภาวะ
ความเค้นหลกัในรูปท่ี 4 

 ถงึ   ถงึ   ถงึ   ถงึ  

 ( , )  ( , )  ( , )  ( , ) 

 ( , )  ( , )  ( , )  ( , ) 

 ( , )  ( , )  ( , )  ( , ) 

ค่าในทุก ๆ วงเล็บแสดงค่าทิศทางความเค้นหลกั  ท่ีใช้ในสมการลําดบัสุดท้ายของสมการ (4) โดยท่ีค่าแรกเป็นค่าท่ี
กําหนด ในขณะท่ีคา่ลําดบัท่ีสองเป็นคา่ท่ีใช้จริง ซึง่ผลลพัธ์สดุท้ายเป็นไปตามเง่ือนไข  
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และ 

                                                           (17) 

จากสมการ (16) เราจะเห็นได้ว่า ความสัมพันธ์ในลําดับหนึ่งๆ นัน้ จะมีสามตัวแปรท่ีไม่ทราบค่า 
กล่าวคือ   และ  ซึ่งในแก้ปัญหา เราไม่สามารถใช้เพียงความสมัพันธ์ในลําดับนัน้ๆ ในการแก้
สมการได้ แต่จําเป็นต้องใช้ทัง้ระบบสมการ กล่าวคือ หาความสมัพนัธ์ระหว่างโคไซน์แสดงทิศทางโดย
ใช้หลกัการเดียวกนักบัท่ีใช้พิสจูน์ทราบสมการ (9) – (11) หรือใช้วิธีการแก้ปัญหาเชิงเลข (numerical 
techniques) ซึ่งวิธีการแก้ปัญหาเชิงเลขนีนิ้ยมใช้ในวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ และด้วยเหตผุลนีเ้อง หากเรา
วิเคราะห์ความเค้นด้วยซอฟท์แวร์ไฟไนต์เอลิเมนต์ ขนาดและทิศทางขององค์ประกอบความเค้น ความ
เค้นหลกัหรือค่าอ่ืนใดท่ีเก่ียวข้องก็สามารถแสดงออกมาเป็นภาพได้โดยง่าย ทัง้นีเ้พราะเราจะทราบค่า
ตา่ง ๆ ท่ีโหนด (node) ของเอลเิมนต์ อยา่งไรก็ดี ผู้วิเคราะห์ปัญหาท่ีใช้ซอฟท์แวร์ไฟไนต์เอลิเมนต์ในการ
วิเคราะห์ความเค้นจะต้องมีความระมดัระวงัอย่างมากในการกําหนดเง่ือนไขขอบเขตให้กับปัญหาท่ี
กําลงัทําการวิเคราะห์ หากผู้วิเคราะห์กําหนดเง่ือนไขขอบเขตไม่ถกูต้องหรือไม่เหมาะสมแล้ว ก็จะสง่ผล
ให้คา่ตา่งๆ ท่ีอยูภ่ายในเอลเิมนต์มีความผิดพลาดไปด้วย ซึง่ปัญหานีถื้อเป็นปัญหาหลกัในการวิเคราะห์
ความเค้นโดยใช้ไฟไนต์เอลิเมนต์ อนึ่ง ผู้ ท่ีสนใจสามารถสืบค้นเพิ่มเติมเก่ียวกับวิธีการผสมสาน
ระหวา่งโฟโตอิลาสติกซิตีเข้ากบัไฟไนต์เอลเิมนต์ได้ท่ี [11] 

 
อย่างไรก็ดี เน่ืองจากระบบสมการ (16) เป็นระบบสมการแบบเอกพนัธ์ (system of homogeneous 
equations) ผลเฉลยไม่สําคญั (non-trivial solutions) ของระบบสมการนีก็้คือ  ซึง่ไม่
เป็นจริงตามเง่ือนไขในสมการ (17) ดงันัน้ เราจึงไม่สามารถแก้สมการได้แม้ว่าจะมีสามตวัแปรและสาม
สมการก็ตาม แต่ต้องอาศยัสมการ (17) เข้ามาช่วย กล่าวคือ เลือกใช้สมการในสมการ (6) เพียงสอง
สมการเท่านัน้ (คู่ใดก็ได้) ร่วมกบัสมการ (17) เราก็จะสามารถหาค่าโคไซน์แสดงทิศทางความเค้นหลกั
ทัง้สามคา่ท่ีสอดคล้องกบัความเค้นหลกั   และ  ได้ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

4.2  การคาํนวณด้วยวงกลมมอร์และจุดขัว้  
ผลลพัธ์ท่ีได้จากวงกลมมอร์และจดุขัว้แสดงอยู่ในรูปท่ี 5 จากรูปจดุ  เป็นจดุขัว้ จากหลกัการ
ท่ีได้กล่าวไว้ในหวัข้อ 2.3 เราก็จะได้ทิศทางความเค้นหลกั  โดยการลากเส้นตรงจากจดุขัว้ไปตดักบั
จดุ E มมุระหว่างแนวเส้นอ้างอิงกบัแนวเส้นตรง  ท่ีวดัในทิศทางตามเข็มนาฬิกาก็คือมมุ  ดงันัน้ 
เอลิเมนต์ความเค้นหลกัก็จะอยู่ท่ีตําแหน่งหน้าตดั  และ  จากการวดัมมุโดยใช้เคร่ืองมือวดัมมุ เรา
จะได้ว่ามมุ  และ  (ความถูกต้องของค่ามมุท่ีวดัได้นีข้ึน้อยู่กับเคร่ืองมือท่ีใช้วาด

 
 

 

วิธีการ มมุ  มมุ  สําหรับ  มมุ  สําหรับ  

สมการแปลงความเค้น         
(หวัข้อ 2.1) 

   

สมการคา่เจาะจง และเวกเตอร์
เจาะจง (หวัข้อ 2.2) 

-    

ตารางที่ 3 
ผลการคํานวณหาค่าทิศทาง
ความเค้นหลักโดยสมการ
แปลงความเค้น และสมการ
ค่ า เจาะจงและ เวก เตอ ร์
เจาะจง 
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วงกลมมอร์และขนาดของวงกลมมอร์) สําหรับทิศทางของความเค้นเฉือนค่าสงูสดุ  สามารถหาค่า
ได้โดยวดัมุมจากเส้นอ้างอิงไปยังเส้นตรง  ในทิศทางตามเข็มนาฬิกา ซึ่งจะมีค่าประมาณ  
และเอลเิมนต์ความเค้นก็จะอยู่ท่ีตําแหน่งหน้าตดั  และ  ผู้อ่านพงึสงัเกตว่า มมุของความเค้นเฉือน
จะอยู่ห่างจากทิศทางความเค้นหลักเท่ากับ   ดังนัน้  ทิศทางของความเค้นเ ฉือนก็คือ 

 และ  สําหรับคา่มมุ  สามารถหาคา่ได้โดยตรงในวงกลมมอร์
โดยลากเส้นตรงจากจดุขัว้ไปตดัจดุ F  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
V.  ผลการวิเคราะห์หาทศิทางความเค้นหลักเชิงสนาม 
จากตวัอย่างในหวัข้อ IV ท่ีผ่านมาจะเห็นได้ว่า เราสามารถคํานวณหาค่าความเค้นหลกัและทิศทางได้โดยง่าย
โดยใช้สมการแปลงความเค้น วงกลมมอร์และจดุขัว้ และสมการค่าเจาะจงและเวกเตอร์เจาะจง อย่างไรก็ตาม 
สิ่งสําคัญท่ีเราจะต้องระลึกไว้เสมอว่า ผลลพัธ์ท่ีเราคํานวณได้เป็นของสภาวะความเค้น ณ จุดใดจุดหนึ่งใน
ชิน้ส่วนหรือโครงสร้างท่ีรับภาระเท่านัน้ ดงันัน้ จึงมีคําถามขึน้มาว่า เราจะต้องคํานวณหาค่าความเค้นหรือวาด

รูปที่ 5 
วงกลมมอร์และค่าความเค้น
และทิศทางท่ีหาโดยจดุขัว้ 
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วงกลมมอร์เป็นจํานวนมากน้อยเท่าใดเพ่ือท่ีจะให้ครอบคลมุทัว่ทัง้ชิน้สว่นนัน้? คําตอบก็คือ จํานวนอนนัต์ ทัง้นี ้
เน่ืองจากความเค้นเป็นปริมาณท่ีมีความต่อเน่ืองทัว่ทัง้พืน้ท่ี (พิจารณาสมการสมดลุของความเค้น [4]) เพ่ือให้
เกิดความเข้าใจเชิงลึกแก่ผู้อ่าน ผู้ เขียนจะนําเสนอตวัอย่างการคํานวณผ่านผลเฉลยแม่นตรงของปัญหาแผ่น
จานกลมรับแรงเข้มกดในแนวเส้นผา่นศนูย์กลาง 
 

5.1  ผลเฉลยแม่นตรงของปัญหาแผ่นจานกลมรับแรงเข้มกดในแนว         
เส้นผ่านศูนย์กลาง 
สมการองค์ประกอบความเค้น ,  และ  ท่ีเป็นผลเฉลยแม่นตรงของปัญหาแผ่นจานกลมรับแรง
เข้มกดในแนวเส้นผา่นศนูย์กลาง (รูปท่ี 6) สามารถเขียนได้ดงันี ้[12] 

                                  (18) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

โดยท่ี  และ  คือ รัศมีและเส้นผ่านศนูย์กลางของแผ่นจานกลม ตามลําดบั  คือแรงเข้มกด และ  
คือความหนาของแผ่นจานกลม สําหรับผลเฉลยแม่นตรงนีไ้ด้มาจากทฤษฎีสภาพยืดหยุ่น หากเราแทน
ค่าองค์ประกอบความเค้นจากสมการ (18) ลงในสมการ (3) ก็จะสามารถหาค่าทิศทางของความเค้น
หลกัได้ เน่ืองจากวา่ พจน์  เป็นพจน์ร่วมขององค์ประกอบความเค้นทัง้สามค่า ดงันัน้ค่าทิศทาง
ความเค้นหลกั  ท่ีคํานวณหาได้จากสมการท่ี (3) จึงไม่ขึน้อยู่กบัขนาดของแรงเข้มกด  และความ
หนา  สําหรับค่าทิศทางความเค้นหลักของปัญหานีส้ามารถคํานวณหาได้โดยง่ายโดยอาศัย
ความสมัพนัธ์ดงันี ้[12] 

                                                        (19) 

ซึง่จะเหน็ได้วา่คา่มมุ  ไมไ่ด้ขึน้อยูก่บัแรงและความหนาของวตัถดุงัท่ีได้กลา่วข้างต้น 
 

รูปที่ 6 
ลักษณะเชิง รูปร่างและมิติ
ของปัญหาแผ่นจานกลมรับ
แรงเข้มกดในแนว    เส้นผ่าน
ศนูย์กลาง 

y

F
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เป็นความโชคดีของปัญหานีท่ี้สามารถพิสูจน์ทราบสมการ (19) ได้ อย่างไรก็ตาม ยังมีผลเฉลยของ
ปัญหาอีกหลายปัญหาในทางปฏิบัติท่ีไม่สามารถหาความสัมพันธ์ของทิศทางความเค้นหลักในรูป
แบบอย่างง่ายได้เน่ืองด้วยความซบัซ้อนของผลเฉลยขององค์ประกอบความเค้น ตวัอย่างของผลเฉลย
ของแผ่นวงแหวนกลมรับแรงเข้มกดในแนวเส้นผ่านศนูย์กลางสามารถยืนยนัคําอธิบายนีไ้ด้ [12] ดงันัน้
การใช้วิธีการท่ีกลา่วแล้วในหวัข้อ 2.1, 2.2 หรือ 2.3 จะมีความเหมาะสมมากกว่า ผู้อ่านพงึระลกึไว้ว่า 
การแก้ปัญหาเชิงวิเคราะห์นัน้มีข้อจํากัดเน่ืองด้วยไม่สามารถหาผลเฉลยแม่นตรงได้ครอบคลุมทุก
ปัญหาท่ีเกิดขึน้จริง ด้วยเหตุนี ้การคํานวณเชิงตัวเลข (บนเคร่ืองคอมพิวเตอร์) หรือการวิเคราะห์เชิง
ทดลองจึงยงัเป็นเร่ืองท่ีมีความจําเป็นอย่างย่ิง สําหรับความสมัพนัธ์ระหว่างวิธีการวิเคราะห์ความเค้น
สามารถสืบค้นได้ท่ี [14] 

 
พิจารณาสมการ (18) จะพบว่า ณ จดุท่ีแรงกระทํา  องค์ประกอบความเค้น ,  และ  
จะมีค่า เ ข้าใกล้ค่าอนันต์  ในขณะท่ีจุด   องค์ประกอบความเ ค้น  , 

 และ  จากการพิจารณาทัง้สามจุด เราสามารถแปลความได้ว่า ความ
เค้น  จะเป็นความเค้นดึงเสมอ และความเค้น  ก็จะเป็นความเค้นอดัเสมอเช่นกัน สิ่งท่ีเกิดขึน้
สอดคล้องกบัเป็นจริงโดยพิจารณาว่าเรากําลงัออกแรงกดก้อนเยลลีกลม ซึ่งเม่ือเกิดความเค้นในก้อน
เยลลีนัน้แล้ว ด้านข้างจะพองหรือยืดตวัออกในขณะท่ีด้านบนและลา่งจะยบุตวัเข้าหากนั กลา่วคือ จาก
รูปร่างกลมจะคอ่ย ๆ กลายเป็นรูปรีตามขนาดของแรงกด  

 
ต่อไปให้เราพิจารณาหาค่าทิศทางความเค้นหลกั โดยกําหนดเง่ือนไข   และ 

 ซึง่ผลลพัธ์จากการคํานวณแสดงในตารางท่ี 4 พงึสงัเกตว่า ไม่ว่าเราจะกําหนดค่าแรงกดเป็น
เท่าใดก็ตาม ค่าทิศทางความเค้นหลกัก็ยงัคงมีค่าเท่าเดิม (พิจารณาสมการ 19) เพ่ือให้เกิดความเข้าใจ
โดยถ่องแท้ ผู้ เขียนจะขออธิบายข้อมลูตา่ง ๆ ในตารางท่ี 4 พร้อมกบัภาพสนามความเค้นในหวัข้อถดัไป 
 

5.2 ภาพสนามทศิทางความเค้นหลัก 
รูปท่ี 7 แสดงภาพสนามทิศทางความเค้นหลกัท่ีสร้างขึน้ด้วยคอมพิวเตอร์ โดยอาศยัหลกัการใน [13] รูป
ท่ี 7ก และ 7ข เป็นภาพสนามทิศทางความเค้นหลกัในย่านเฟสซ่อนรูป  และเฟสเต็ม
รูป  ตามลําดบั โดยจํานวนจดุภาพในอาณาบริเวณตวัแบบจะมีประมาณ 121 000 
จดุภาพ พิจารณาภาพเฟสซ่อนรูป จะพบว่าการคํานวณหาค่าทิศทางความเค้นหลกัโดยใช้สมการ (3) 
จะให้ค่าท่ีต่อเน่ืองในพืน้ท่ีใหญ่ (ทิศทางความเค้นหลัก ) ทัง้ส่ีจุดสีขาว อย่างไรก็ตาม เม่ือจุดท่ี
พิจารณาเป็นจุดสีแดง ค่าทิศทางความเค้นหลกัท่ีคํานวณได้จากสมการ (3) จะเกิดการสลบัค่าทนัที 
(ตารางท่ี 4) ตวัอย่างเช่น จุด  (พิจารณารูปท่ี 7ค ประกอบ) ค่าท่ีควรเป็นทิศทางความเค้น
หลกั  คือ กลา่วคือ  (ลกูศรสีแดง) แต่เน่ืองจากค่าดงักลา่วมีค่ามากกว่า  ดงันัน้ ค่าท่ี
แสดงออกมาคือ  (ลกูศรสีนํา้เงิน) และลกัษณะเช่นนีจ้ะเป็นจริงสําหรับอีกสามจดุสีแดงท่ี
เหลือ ณ บริเวณดงักลา่วเราจะเห็นได้ว่า ลกูศรสีแดงจะสลบัตําแหน่งกบัลกูศรสีนํา้เงิน ซึง่สงัเกตได้จาก
รูปเอลิเมนต์ขนาดเล็กในรูปท่ี 7ค ผู้อ่านพึงระลึกไว้เสมอว่า แกน  ของลกูศรสีแดงคือ แนวแกน   
ขณะท่ีแกน  ของลกูศรสีนํา้เงินคือ แนวแกน  แนวเส้นท่ีเป็นขอบเขตระหว่างสีดํากับสีขาวนัน้มีช่ือ
เรียกว่า ‘เส้นเฟสพลิกกลบั’ (phase-flipped line) สําหรับการศึกษาในสาขาโฟโตอิลาสติกซิตีนัน้จะ
เรียกวา่ ‘ริว้ไอโซคลนิิก’ (isoclinic fringes) 



doi: 10.4186/ejth.2010.1.1  

www.ej.eng.chula.co.th              วารสารวศิวกรรมศาสตร์ : เลม่ 2 ฉบบัท่ี 1 : วิศวกรรมส่ิงแวดล้อมไทย : ISSN 1906-3636 : ตอบรับ ก.พ. 2553     17 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
รูปท่ี 7ง แสดงภาพเฟสเต็มรูปของทิศทางความเค้นหลกั  ส่วนภาพเฟสเต็มรูปของทิศทางความเค้น
หลกั นัน้จะภาพสะท้อนของรูปท่ี 7ง ในแนวนอน (ไม่ได้แสดงรูปภาพ) จากรูปเราจะเห็นได้ว่า ลกูศรสี
แดงและสีนํา้เงินมีความต่อเน่ืองทัว่ทัง้สนาม พิจารณาแนวเส้นของลกูศรสีแดงจะพบว่า ความเค้นหลกั 

 พยายามท่ีจะทําให้แผ่นจานกลมยืดตัวออกทางด้านข้าง ขณะท่ีลูกศรสีนํา้เงิน ซึ่งแสดงความเค้น
หลกั  พยายามทําให้แผ่นจานกลมยบุตวั กลา่วคือ ความเค้นหลกั  เป็นความเค้นดงึ และความเค้น
หลกั  เป็นความเค้นอดั ซึง่สอดคล้องกบัตวัอยา่งในเร่ืองเยลลีก้อนกลม 

 
จากท่ีได้กลา่วมาแล้วในหวัข้อ 5.1 ว่า การคํานวณค่าทิศทางความเค้นหลกัเชิงสนามนัน้จําเป็นอย่างย่ิง
ท่ีต้องใช้เคร่ืองคอมพิวเตอร์ ซึง่ในบางครัง้อาจมีปัญหาเก่ียวกบัค่าของอาร์กิวเมนต์ในฟังก์ชนัแทนเจนต์
ผกผนั กลา่วคือ ท่ีจดุ  ค่าความเค้นเฉือน  ดงันัน้  และ  ซึง่สง่ผลให้
ไม่สามารถคํานวณหาค่าทิศทางความเค้นหลกัโดยสมการ (11) และ/หรือ (15) ด้วยเคร่ืองคอมพิวเตอร์
ได้ ทัง้นีเ้น่ืองด้วยตวัหารในสมการทัง้สองนัน้จะมีค่าเท่ากบัศนูย์ (ภาษาโปรแกรมต่าง ๆ จะมีคําเตือน
ออกมาว่า ตวัหารมีค่าเท่ากบัศนูย์ หรือมีค่าเข้าใกล้ศนูย์มากๆ จนกระทัง่ไม่สามารถจดัเก็บค่าผลลพัธ์
จากการหารลงในชนิดตวัแปรท่ีกําหนดไว้ได้) อย่างไรก็ดี เราสามารถประมาณค่าทิศทางความเค้นหลกั
ได้โดยการกําหนดหรือสมมติให้ผลหารนัน้มีคา่มากเพียงพอ แล้วดําเนินการคํานวณตามปกติ ซึง่ผลจาก
การกระทําดงัท่ีกล่าวทําให้ทราบว่า ณ จุด   และ  ซึ่งตรงกนักบัลกูศรสีแดง
และสีนํา้เงินในรูปท่ี 7ค และ 7ง พึงสงัเกตว่า ค่าทิศทางความเค้นหลกั ณ จุด  จะมีค่าใน
ลักษณะเดียวกัน ลูกศรทัง้สองสีใช้แสดงทิศทางความเค้นหลักเท่านัน้ ขนาดของลูกศรมิได้มี
ความสมัพนัธ์กบัขนาดของความเค้นแตอ่ยา่งใด  
 

จดุท่ีพิจารณา   สมการ (3) สมการ (15) ซ้าย  สมการ (19)  

จตภุาคท่ี 1     

จตภุาคท่ี 2     

จตภุาคท่ี 3     

จตภุาคท่ี 4     

จตภุาคท่ี 1      

จตภุาคท่ี 2      

จตภุาคท่ี 3      

จตภุาคท่ี 4      

 จดุท่ีพิจารณาในสดมภ์ท่ี 1 สี่ลําดบัแรกคือ จดุสีขาว สว่นท่ีเหลือคือจดุสีแดง ในรูปท่ี 7  
 ผลลพัธ์ท่ีได้จากสมการ (15) ทางด้านขวามือจะให้ผลลพัธ์ท่ีเหมือนกนั 
 ค่าท่ีคํานวณได้จะมีความต่อเน่ือง แต่ไม่สามารถระบุได้ว่าสอดคล้องกับความเค้นหลักค่าใด อย่างไรก็ตามจากการ
เปรียบเทียบกบัคา่ในสดมภ์ท่ี 3 ก็จะพบวา่เป็นของความเค้นหลกั  
 คา่ท่ีแสดงเป็นคา่ท่ีผ่านการจบัคูท่ี่ถกูต้องตามขัน้ตอนในหวัข้อท่ี 2.1 แล้ว อย่างไรก็ตาม คา่ท่ีคํานวณได้จากสมการ (3) ใน
ครัง้แรกก่อนการจบัคู่จะสลบัตําแหน่งกนั กล่าวคือ  สําหรับค่าทิศทางความเค้นหลกัในสดมภ์
ท่ี 3 และ 4 ไม่ต้องทําการจบัคูแ่ตอ่ย่างใด 

ตารางที่ 4 
ผลการคํานวณหาค่าทิศทาง
ความเค้นหลักโดยสมการ
แปลงความเค้น  สมการค่า
เจาะจงและเวกเตอร์เจาะจง
และสมการจากทฤษฎีสภาพ
ยืดหยุ่น 
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VI. บทสรุป 
บทความนีไ้ด้นําเสนอวิธีการคํานวณหาทิศทาทางความเค้นหลกับนพืน้ฐานของ 3 วิธี คือ วิธีสมการแปลงความ
เค้น วิธีวงกลมมอร์และจุดขัว้ และค่าเจาะจงและเวกเตอร์เจาะจง นอกจากนีบ้ทความยังได้แสดงให้เห็นถึง
ความแตกต่างระหว่างการวิเคราะห์ทิศทางความเค้นหลกัเชิงจุดและเชิงสนามท่ีซึ่งเป็นรากฐานสําคญัในการ
เรียนในรายวิชากลศาสตร์วสัดุและรายวิชาอ่ืน ๆ ในระดบัสูงถัดไป ผลจาการประยุกต์ใช้วิธีการดังกล่าวกับ
ปัญหาแผ่นจานกลมรับแรงเข้มกดในแนวเส้นผ่านศนูย์กลาง ทําให้เราได้เห็นศกัยภาพและข้อจํากดัต่าง ๆ ของ
แตล่ะวิธีการ  
 
สมการแปลงความเค้นทําให้เราได้ค่าเชิงตัวเลขของทิศทางความเค้นหลกัท่ีมีความถูกต้องสูงแต่ค่าทิศทาง
ความเค้นหลกัท่ีคํานวณได้ไม่สามารถระบไุด้ว่าเป็นของความเค้นหลกัค่าใดเว้นแต่จะใช้การแทนค่าย้อนกลบั  
วิธีวงกลมมอร์และจดุขัว้เป็นวิธีหนึง่ท่ีทําให้เราเหน็พฤติกรรมของสมการแปลงความเค้นในเชิงของรูปภาพ ซึง่ทํา
ให้ง่ายต่อการทําความเข้าใจ อย่างไรก็ตามผลลัพธ์ท่ีได้จากวงกลมอร์จะมีค่าผิดพลาดเกิดขึน้เสมออัน
เน่ืองมาจากขนาดของมาตราสว่นระหวา่งคา่ความเค้นและความยาวท่ีใช้ในการวาด การใช้วิธีจดุขัว้ทําให้เราได้
ค่าทิศทางความเค้นหลกัได้ง่ายขึน้อีกระดบัหนึ่งเน่ืองด้วยผู้ วิเคราะห์ไม่จําเป็นต้องระมดัระวงัเก่ียวกับความ
แตกต่างของมมุในวงกลมมอร์กบัมมุเอลิเมนต์ความเค้นเหมือนกบัสมการแปลงความเค้น สําหรับวิธีค่าเจาะจง
และเวกเตอร์เจาะจงนัน้จะให้ค่าทิศทางความเค้นหลกัด้วยหลกัการท่ีไม่ยุ่งยากซบัซ้อน นอกจากนีห้ลกัการของ
วิธีนีส้ามารถช่วยให้ผู้อา่นทําความเข้าใจปัญหา 3 มิติได้ง่ายย่ิงขึน้ 

x

y

x

y

+45 -90 +90

 

รูปที่ 7 
ภาพสนามทิศทางความเค้น
หลัก (ก) ย่านเฟสซ่อนรูป
พร้อมด้วยจุด ท่ี พิจารณา
สําหรับตารางท่ี 4 (ข) ย่าน
เฟสเตม็รูป (ค) ย่านเฟสเต็ม
ซ่อน รูปพร้อมด้วยลูกศร
แสดงทิศทาง และ (ง) ย่าน
เฟสเต็มรูปพร้อมด้วยลูกศร
แสดงทิศทาง ลูกศรสีแดง
และสีนํา้เงินแสดงทิศทาง

ความเค้นหลกั  และ  
ตามลําดบั 
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โดยหลกัการแล้ว วิธีการทัง้สามข้างต้นเป็นวิธีการท่ีใช้คํานวณเชิงจดุ แต่ในความเป็นจริง ความเค้นและทิศทาง
จะมีการแปรเปล่ียนไปตามตําแหน่งพิกดั  หรือพิกดัอ่ืนใดท่ีเหมาะสม ดงันัน้ หากเราต้องการทราบค่าความ
เค้นและทิศทางทัว่ทัง้สนาม เราก็จะต้องทําการคํานวณหลาย ๆ ครัง้ ซึง่หากพิจารณารูปท่ี 7ค หรือ 7ง ก็จะเห็น
ได้ว่า เราจะต้องคํานวณถึง 121 000 ครัง้ เพ่ือให้ครบทกุ ๆ จดุภาพ พงึระลกึไว้ว่า จํานวนครัง้ในการคํานวณท่ี
กลา่วถงึนีเ้ป็นจํานวนครัง้ของการประยกุต์ใช้วิธีใดวิธีหนึง่เทา่นัน้ จํานวนครัง้ในการคํานวณจริงก็คือ จํานวนครัง้
ในการประยุกต์ใช้วิธีการคูณกับจํานวนครัง้ของขัน้ตอนการคํานวณภายในของแต่ละวิธี ซึ่งในทางปฏิบัติไม่
สามารถกระทําได้นอกจากการใช้เคร่ืองคอมพิวเตอร์ ความต้องการอนันีส้ง่ผลให้เกิดวิธีการคํานวณเชิงเลข เช่น 
ผลต่างสืบเน่ือง และไฟไนต์เอลิเมนต์ ขึน้มา อย่างไรก็ตาม หากเราใช้วิธีไฟไนต์เอลิเมนต์แล้วเราจะทราบได้
อย่างไรว่า ผลลพัธ์นัน้จะมีความถูกต้อง? คําตอบก็คือ ยังไม่สามารถทราบได้และจะต้องมีการทดสอบหรือ
ยืนยนัผลด้วยวิธีการทดลองอ่ืนใดและวิธีท่ีนิยมใช้ก็คือ โฟโตอิลาสติกซิตี (ดรูายละเอียดท่ี [11]) 
 
จากท่ีได้กล่าวมาทัง้หมด ผู้อ่านได้เห็นภาพความเช่ือมโยงของวิธีการย่อยต่าง ๆ ผ่านการคํานวณหาค่าทิศทาง
ความเค้นหลัก  ข้อมูลและคําอธิบายทัง้หมดข้างต้นได้นํามาสู่บทสรุปท่ีสําคัญในการวิเคราะห์ความเค้น 
กล่าวคือ วิธีการวิเคราะห์ความเค้นมีอยู่ด้วยกนั  3 วิธีหลกั กลา่วคือ วิธีเชิงวิเคราะห์ (analytical method) วิธี
เชิงทดลอง (experimental method) และวิธีเชิงเลข (numerical method) วิธีการทัง้สามต่างก็เป็นสว่นเสริมซึง่
กันและกัน เราไม่สามารถใช้วิธีการใดวิธีการหนึ่งได้เพียงลําพังและตัดสินผลลพัธ์ท่ีได้มา ผู้อ่านคาดหวังว่า 
บทความนีจ้ะช่วยสร้างความกระจ่างหรือเป็นสะพานท่ีเช่ือมโยงวิธีการย่อยเหล่านัน้เข้าด้วยกนัจนกลายเป็น
ภาพใหญ่ภายใต้ช่ือ การวิเคราะห์ความเค้น ซึ่งจะช่วยให้ผู้ อ่านเกิดความเข้าใจเชิงลึกและสามารถนําไปใช้
ประโยชน์ตอ่ไปได้ 
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