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Detection of Discontinuity in Map of Isoclinics

in Digital Photoelasticity

This paper presents the automated method for detecting the discontinuity in map of isoclinics in

digital photoelasticity. The method of detection involves the use of three phase maps, i.e., map of isoclinics

in the range 0 to +π/2, map of isoclinics in the range -π/4 to +π/4, and map of modulated intensity. The

result obtained from the application of the method to the fringe patterns of a circular disk under three-radial

compressions and a split ring under eccentrically compression obtained on the basis of the phase-shifting

technique shows that the positions of discontinuities (isotropic points, singular points, and poles) can be

easily found with the use of the scanning process and the doublet and/or triplet functions.
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1. ∫∑π”
«‘∏’«‘‡§√“–Àå§«“¡‡§âπ„π™à«ß¬◊¥À¬ÿàπ¥â«¬· ß‡ªìπÀπ÷Ëß

„π«‘∏’‡™‘ß∑¥≈Õß∑“ß«‘»«°√√¡∑’Ë„™â‡æ◊ËÕ«‘‡§√“–Àå§«“¡‡§âπ
∑’Ë‡°‘¥„π‚§√ß √â“ßÀ√◊Õ™‘Èπ à«π¢Õß‡§√◊ËÕß®—°√°≈ Õ¬à“ß‰√
°Áµ“¡ °“√«‘‡§√“–Àå§«“¡‡§âππ—Èπ§àÕπ¢â“ß®–¡’¢—ÈπµÕπ´—∫
´âÕπ·≈–µâÕß∑”°“√«‘‡§√“–Àå¥â«¬ºŸâ‡™’Ë¬«™“≠‡∑à“π—Èπ
ªí®®ÿ∫—π‰¥â¡’°“√æ—≤π“«‘∏’°“√„À¡à´÷Ëß‡√’¬°«à“ «‘∏’«‘‡§√“–Àå
§«“¡‡§âπ„π™à«ß¬◊¥À¬ÿàπ¥â«¬· ß‡™‘ß¥‘®‘∑—≈ (Digital
photoelasticity) ´÷Ëß«‘∏’π’È‡ªìπ°“√º ¡º “π√–À«à“ß«‘∏’
«‘‡§√“–Àå§«“¡‡§âπ„π™à«ß¬◊¥À¬ÿàπ¥â«¬· ß·ºπ‡¥‘¡°—∫«‘∏’
°“√„Àâ‰¥â¡“´÷Ëß¢âÕ¡Ÿ≈ (Data acquisition) ·π«„À¡à ‡™àπ
°“√„™â°≈âÕß¥‘®‘∑—≈‡æ◊ËÕ°“√∫—π∑÷°¿“æ·≈–°“√§”π«≥¥â«¬
§Õ¡æ‘«‡µÕ√å ‡ªìπµâπ [1]

„π°“√«‘‡§√“–Àå§«“¡‡§âπ¥â«¬«‘∏’«‘‡§√“–Àå§«“¡‡§âπ
„π™à«ß¬◊¥À¬ÿàπ¥â«¬· ß‡™‘ß¥‘®‘∑—≈π—Èπ ®–¡’√‘È«‡°‘¥¢÷Èπ Õß
ª√–‡¿∑∑’Ë„™âÕ∏‘∫“¬≈—°…≥–¢Õß§«“¡‡§âπ °≈à“«§◊Õ √‘È«
‰Õ‚´‚§√¡“µ‘° (Isochromatic fringe) ·≈– √‘È«‰Õ‚´§≈‘π‘°
(Isoclinic fringe) ‚¥¬∑’Ë√‘È«∑—Èß Õßπ’È®–´âÕπ∑—∫ (Super-
position) ÷́Ëß°—π·≈–°—π ·≈–‡√’¬°«à“ √‘È« π“¡§«“¡‡§âπ
√‘È«π’È®–∂Ÿ°· ¥ßÕÕ°¡“„π√Ÿª¢Õß¿“æ¥‘®‘∑—≈∑’Ë∫√√®ÿ¢âÕ¡Ÿ≈
§«“¡‡¢â¡· ß∑’Ë∫—π∑÷°‰¥â √‘È« π“¡§«“¡‡§âππ’È®–„Àâ∑—Èß
¢π“¥·≈–∑‘»∑“ß¢Õß§«“¡‡§âπ  ”À√—∫√‘È«‰Õ‚´‚§√¡“µ‘°
π—Èπ®–∂Ÿ°„™â‡æ◊ËÕ°“√«‘‡§√“–ÀåÀ“§à“µ—«·ª√‰Õ‚´‚§√¡“µ‘°
(Isochromatic parameter, δ) ´÷Ëß¡’§«“¡ —¡æ—π∏å
‚¥¬µ√ß°—∫ π“¡§à“§«“¡·µ°µà“ß¢Õß§«“¡‡§âπÀ≈—° (σ1−

σ2) „π¢≥–∑’Ë√‘È«‰Õ‚´§≈‘π‘°®–∂Ÿ°„™â‡æ◊ËÕ°”Àπ¥À“µ—«·ª√
‰Õ‚´§≈‘π‘° (Isoclinic parameter, φ) ´÷Ëß¡’§«“¡ —¡æ—π∏å
‚¥¬µ√ß°—∫ π“¡∑‘»∑“ß§«“¡‡§âπÀ≈—°

µ—«·ª√‰Õ‚´‚§√¡“µ‘°®–¡’§«“¡ —¡æ—π∏å‚¥¬µ√ß°—∫
¢π“¥¢Õß·√ß¿“¬πÕ°∑’Ë¡“°√–∑”µàÕ«—µ∂ÿÀ√◊Õ™‘Èπ à«π∑’Ë
æ‘ ®“√≥“´÷Ë ß “¡“√∂‡¢’ ¬π ‡ªìπ§«“¡ —¡æ—π∏å∑“ß
§≥‘µ»“ µ√å‰¥â¥—ßπ’È [1]

                                                          (1)

‚¥¬∑’Ë N §◊ÕÕ—π¥—∫√‘È« (Fringe order), h §◊Õ§«“¡Àπ“
¢Õß™‘Èπ à«π∑’Ëæ‘®“√≥“·≈– fσ §◊Õ§à“ —¡ª√– ‘∑∏‘Ï√‘È«
§«“¡‡§âπ¢Õß«— ¥ÿ (Material stress fringe value)  ”À√—∫

µ—«·ª√‰Õ‚´§≈‘π‘°π—Èπ “¡“√∂°”Àπ¥À“‰¥â∑“ß∑ƒ…Æ’‚¥¬
„™â ¡°“√ [2]

                                                          (2)

‚¥¬∑’Ë σxx , σyy ·≈– τxy §◊ÕÕß§åª√–°Õ∫§«“¡‡§âπ„π
√–∫∫æ‘°—¥§“√å∑’‡´’¬πÀ√◊Õ√–∫∫æ‘°—¥©“°

¡’ß“π«‘®—¬À≈“¬ß“π«‘®—¬∑’Ë»÷°…“‡°’Ë¬«°—∫°“√ª√–¬ÿ°µå
„™â«‘∏’«‘‡§√“–Àå§«“¡‡§âπ„π™à«ß¬◊¥À¬ÿàπ¥â«¬· ß [3-7] ·≈–
¬—ß‰¥â‡ πÕ«‘∏’°“√µà“ßÊ ‡æ◊ËÕ°“√«‘‡§√“–ÀåÀ√◊Õ°”Àπ¥À“
µ—«·ª√∑—Èß Õß  ”À√—∫µ—«·ª√‰Õ‚´§≈‘π‘°·≈â«®–„™â«‘∏’‡™‘ß
‡µÁ¡ π“¡ (Whole field methods) ·≈–‡∑§π‘§∑’Ëπ‘¬¡„™â
°—π°Á§◊Õ‡∑§π‘§°“√‡≈◊ËÕπ‡ø  (Phase-shifting technique,
PST) ¥â«¬‡∑§π‘§°“√‡≈◊ËÕπ‡ø π’È®–¡’ªí≠À“‡°‘¥¢÷Èπ Õß
ªí≠À“§◊Õ Õ‘∑∏‘æ≈¢Õßµ—«·ª√‰Õ‚´‚§√¡“µ‘°µàÕµ—«·ª√‰Õ‚´
§≈‘π‘° (Isochromatic-isoclinic interaction) [1] ·≈–
‡ø ´àÕπ√Ÿª (Wrapped phase) ªí≠À“¢âÕ·√°π—Èπ‡°‘¥¢÷Èπ
‡π◊ËÕß¡“®“°§«“¡º—πº«π§à“¢Õßµ—«·ª√‰Õ‚´§≈‘π‘°‡¡◊ËÕ
µ—«·ª√‰Õ‚´‚§√¡“µ‘°À√◊ÕÕ—π¥—∫√‘È« N ¡’§à“‡¢â“„°≈âÀ√◊Õ
‡∑à“°—∫®”π«π‡µÁ¡∫«°  à«πªí≠À“¢âÕ∑’Ë Õßπ—Èπ‡°‘¥¢÷Èπ
‡π◊ËÕß®“°«à“¬à“π¢Õßµ—«·ª√‰Õ‚´§≈‘π‘°∑’Ë°«â“ß∑’Ë ÿ¥∑’Ë
 “¡“√∂§”π«≥‰¥âπ—Èπ (·¡â·µà„π∑“ß∑ƒ…Æ’‚¥¬°“√
æ‘®“√≥“ ¡°“√∑’Ë (2)) ¡’§à“Õ¬Ÿà„π™à«ß −π/4 ∂÷ß +π/4 ¥â«¬
 —¡ª√– ‘∑∏‘Ï¢π“¥ (Modulo) π/2 ‡∑à“π—Èπ „π¢≥–∑’Ë¬à“π
®√‘ßÀ√◊Õ¬à“π°“¬¿“æ (Physical range) ®–¡’§à“Õ¬Ÿà„π™à«ß
−π/2 ∂÷ß +π/2

 ”À√—∫ªí≠À“∑’Ë Õßπ—ÈπÀ“°ª≈àÕ¬‰«â·≈â«°Á®–‡°‘¥§«“¡
 —∫ π„π¢âÕ∑’Ë«à“ ·ºπ¿“æ‰Õ‚´§≈‘π‘°∑’Ë‰¥âπ—Èπ· ¥ßÀ√◊Õ
 Õ¥§≈âÕß°—∫ π“¡∑‘»∑“ß¢Õß§«“¡‡§âπÀ≈—°µ—«„¥√–À«à“ß
σ1 °—∫ σ2 πÕ°®“°π’ÈÀ“°π”·ºπ¿“æ‰Õ‚´§≈‘π‘°„π¬à“π
−π/4 ∂÷ß +π/4 ‰ª§”π«≥À“§à“µ—«·ª√‰Õ‚´‚§√¡“µ‘°
·≈â«°Á®–‡°‘¥°“√°≈—∫À√◊Õ ≈—∫¢Õß‡§√◊ËÕßÀ¡“¬„π
·ºπ¿“æ‰Õ‚´‚§√¡“µ‘°µ√ß∫√‘‡«≥∑’Ë‡°‘¥°“√‡ª≈’Ë¬π§à“µ—«
·ª√‰Õ‚´§≈‘π‘°√–À«à“ß −π/4 ‰ª‡ªìπ +π/4 À√◊Õ„π∑“ß
°≈—∫°—π ´÷Ëß„π∑â“¬∑’Ë ÿ¥°Á®–¡’º≈µàÕ°“√°”Àπ¥À“§à“µ—«
·ª√‰Õ‚´‚§√¡“µ‘° ‡æ◊ËÕ§«“¡ –¥«°„π°“√Õâ“ß∂÷ß¬à“π
¢Õß§à“µ—«·ª√‰Õ‚´§≈‘π‘°µàÕ®“°π’È‰ª®–°”Àπ¥„Àâ [−π/4,
+π/4] ·∑π −π/4 < φ ≤ +π/4 ·≈– —≠≈—°…≥åπ’È
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 “¡“√∂„™â‰¥â°—∫¬à“πÕ◊ËπÊ ∑’Ë®–‰¥â°≈à“«µàÕ‰ª
‡æ◊ËÕ∑”„Àâ§à“µ—«·ª√‰Õ‚´§≈‘π‘°Õ¬Ÿà„π¬à“π [−π/4,

+π/4] «‘∏’°“√§◊π√Ÿª‡ø  (Phase unwrapping) ®÷ß¡’
§«“¡®”‡ªìπÕ¬à“ß¬‘Ëß ‰¡àπ“π¡“π’ÈºŸâ«‘®—¬·≈–ºŸâ√à«¡«‘®—¬‰¥â
‡ πÕ«‘∏’°“√§◊π√Ÿª ”À√—∫µ—«·ª√‰Õ‚´§≈‘π‘° [8] ÷́Ëß
 “¡“√∂ª√–¬ÿ°µå„™â‰¥â∑—Èß π“¡‰Õ‚´§≈‘π‘°∑’Ë¡’§«“¡µàÕ
‡π◊ËÕß·≈–§«“¡‰¡àµàÕ‡π◊ËÕß „πß“π«‘®—¬π—Èπ à«π ”§—≠Õ—π
Àπ÷Ëß„π°√–∫«π°“√°“√§◊π√Ÿª°Á§◊Õ°“√°”Àπ¥À“®ÿ¥À√◊Õ
∫√‘‡«≥∑’Ë‰√â§«“¡µàÕ‡π◊ËÕß‚¥¬„™â·ºπ¿“æ‰Õ‚´§≈‘π‘°‡æ’¬ß
·ºπ¿“æ‡¥’¬«´÷Ëß∑”„Àâ·ºπ¿“æ‰∫π“√’ (Binary map) ∑’Ë
„™â· ¥ßµ”·ÀπàßÀ√◊Õ∫√‘‡«≥∑’Ë‰√â§«“¡µàÕ‡π◊ËÕß‡°‘¥§«“¡
º‘¥æ≈“¥ ºŸâ«‘®—¬‰¥âπ”‡ πÕ«‘∏’°“√∑’Ë®–„™â§âπÀ“®ÿ¥∑’Ë‰√â
§«“¡µàÕ‡π◊ËÕßπ’È‚¥¬„™â·ºπ¿“æ‰Õ‚´§≈‘π‘° Õß·ºπ¿“æ [9]
·≈–„Àâº≈≈—æ∏å∑’Ë∂Ÿ°µâÕß¡“°°«à“‡¡◊ËÕ‡∑’¬∫°“√§âπÀ“∑’Ë„™â
·ºπ¿“æ‡¥’¬« ”À√—∫ªí≠À“·ºàπ«ß·À«π√—∫·√ß‡¢â¡°¥
µ√ß°—π¢â“¡ºà“π·π«‡ âπºà“π»Ÿπ¬å°≈“ß (A circular ring
under diametral compression)

¥—ßπ—Èπ‡æ◊ËÕ‡ªìπ°“√∑¥ Õ∫·≈–¬◊π¬—π»—°¬¿“æ¢Õß«‘∏’
°“√∑’Ë‰¥âπ”‡ πÕ‰ª·≈â«π—Èπ ∫∑§«“¡π’È®÷ßπ”‡ πÕ°“√
ª√–¬ÿ°µå„™â¢Õß«‘∏’°“√°—∫ªí≠À“√–π“∫ Õßªí≠À“ °≈à“«§◊Õ
·ºàπ®“π°≈¡√—∫·√ß‡¢â¡°¥ “¡·√ß„π·π«√—»¡’ (A circu-
lar disk under three-radial compressions) ·≈–·ºàπ
«ß·À«πª≈“¬·¬°√—∫·√ß‡¢â¡°¥‡¬◊ÈÕß∑’Ëª≈“¬ (A split ring
under eccentrically compression)

2. °“√°”Àπ¥À“ π“¡µ—«·ª√‰Õ‚´§≈‘π‘°
2.1 À≈—°‡°≥±å‡™‘ß∑ƒ…Æ’
®“° ¡°“√∑’Ë (2) ®–‡ÀÁπ‰¥â«à“  “¡“√∂§”π«≥À“

µ—«·ª√‰Õ‚´§≈‘π‘°‰¥â‚¥¬°“√®—¥ ¡°“√„ÀâÕ¬Ÿà„π√Ÿª¢Õß
øíß°å™—Ëπ·∑π‡®π∑åº°º—π °≈à“«§◊Õ

                                             (3)

‚¥¬∑’Ë W[2φ]π/2 §◊Õµ—«ªØ‘∫—µ‘°“√´àÕπ‡ø  (Wrapping
operator) ∑’Ë —¡ª√– ‘∑∏‘Ï¢π“¥ (Modulo) π/2 °≈à“«§◊Õ
øíß°å™—Ëπ·∑π‡®π∑åº°º—π∑’Ë„™â‡ªìπ·∫∫ Õß®µÿ¿“§ („Àâ
º≈≈—æ∏å„π®µÿ¿“§∑’Ë 1 ·≈– 4) π—Ëπ°ÁÀ¡“¬§«“¡«à“ §à“µ—«
·ª√‰Õ‚´§≈‘π‘° φ ®–¡’§à“Õ¬Ÿà„π™à«ß (−π/4, +π/4] ¥—ßπ—Èπ

À“°§à“¢Õß φ ¡’§à“‡∑à“°—∫ −π/4 À√◊Õ +π/4 ·≈â«°Á®–‡°‘¥
≈—°…≥–¢Õß‡ø æ≈‘°°≈—∫ (Phase flip) ®“°®ÿ¥π’È°Á®–‡ÀÁπ
‰¥â«à“·¡â·µà„π∑“ß∑ƒ…Æ’·ºπ¿“æ‰Õ‚´§≈‘π‘°∑’Ë‰¥â°Á‰¡à
 “¡“√∂· ¥ß§à“∑‘»∑“ß¢Õß§«“¡‡§âπÀ≈—°µ—«„¥µ—«Àπ÷Ëß‰¥â
πÕ°®“°®–„™â«‘∏’‡ √‘¡Õ◊ËπÊ ™à«¬ ‡™àπ «ß°≈¡‚¡ÀåÀ√◊Õ«‘∏’
‰Õ‡°Áπ [1] ´÷Ëß°Á®–¡’§«“¡¬ÿàß¬“°¡“°·≈–‰¡à “¡“√∂
°√–∑”‰¥â„π∑“ßªØ‘∫—µ‘

2.2 À≈—°‡°≥±å‡™‘ß∑¥≈Õß‚¥¬«‘∏’«‘‡§√“–Àå
§«“¡‡§âπ„π™à«ß¬◊¥À¬ÿàπ¥â«¬· ß
 ¡°“√§«“¡‡¢â¡· ß I ∑’Ë‡§≈◊ËÕπ∑’ËÕÕ°¡“®“°

Õÿª°√≥å‡∫’Ë¬ß‡∫π· ß√–π“∫·∫∫©“°À≈—ß¡◊¥ (Dark-field
plane polariscope) ∑’Ë„™â· ß ’¢“«‡ªìπ·À≈àß°”‡π‘¥· ß
(√Ÿª∑’Ë 1)  “¡“√∂°”Àπ¥‡ªìπ ¡°“√‰¥â¥—ßπ’È

(4)

‚¥¬∑’Ë

(5)

λ(=R, G, B) §◊Õ· ßÕß§åª√–°Õ∫¡Ÿ≈∞“π¢Õß· ß ’¢“«,
∇λ = λ2 − λ1 ‚¥¬∑’Ë λ2 ·≈– λ1 §◊Õ§à“¢’¥®”°—¥∫π·≈–
≈à“ß¢Õß ‡ª°µ√—¡¢Õß· ßÕß§åª√–°Õ∫¡Ÿ≈∞“π, Imod,λ §◊Õ
§à“§«“¡‡¢â¡· ßª√—∫‡ª≈’Ë¬π (Modulated intensity),  Ip,λ

§◊Õ§à“§«“¡‡¢â¡· ß∑’ËÕÕ°¡“®“°·ºàπ‚æ≈“‰√‡´Õ√å ,
Νλ(=δλ/2π) §◊Õ§à“Õ—π¥—∫√‘È« —¡æ—∑∏å (Relative fringe
order) ·≈– I6,λ §◊Õ§à“§«“¡‡¢â¡· ß©“°À≈—ß

¥â«¬°“√ª√–¬ÿ°µå„™â«‘∏’°“√‡≈◊ËÕπ‡ø  ’Ë¢—Èπ (Four-stepped
phase shifting method) m = 1, 2, 3, 4  ‡¢â“°—∫ ¡°“√∑’Ë
(4) ‰¥â«à“ [8]

(6)

·≈–
                                                 (7)
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(8)
µ—«ÀâÕ¬ w „π ¡°“√∑’Ë (6) ∫àß∫Õ°„Àâ∑√“∫«à“§à“µ—«·ª√
‰Õ‚´§≈‘π‘°∑’Ë§”π«≥À“§à“‰¥âπ—Èπ‡ªìπ§à“´àÕπ√Ÿª (Wrapped
values) ∑’ËÕ¬Ÿà„π™à«ß [0, +π/4]

√Ÿª∑’Ë 1  Õÿª°√≥å‡∫’Ë¬ß‡∫π· ß√–π“∫··∫©“°À≈—ß¡◊¥ (·°π· ß¢Õß·ºàπ‚æ≈“‰√‡´Õ√å
·≈–Õπ“‰≈‡´Õ√åµ—Èß©“°´÷Ëß°—π·≈–°—π)

3. §”®”°—¥§«“¡¢Õß¿“«–‰√â§«“¡µàÕ‡π◊ËÕß
¿“«–‰√â§«“¡µàÕ‡π◊ËÕßπ—Èπ‡ªìπ ¡∫—µ‘ª√–°“√Àπ÷Ëß¢Õß

·ºπ¿“æ‰Õ‚´§≈‘π‘°·≈–∑’Ëµ”·Àπàß∑’Ë‡°‘¥¿“«–π’È ¿“«–
¢Õß§«“¡‡§âπ®– Õ¥§≈âÕß°—∫‡ß◊ËÕπ‰¢Àπ÷ËßÊ À“°
æ‘®“√≥“ ¡°“√∑’Ë (9) √à«¡°—∫ ¡°“√∑’Ë (2) °Á®–™à«¬„Àâ
∑√“∫∂÷ß‡ß◊ËÕπ‰¢‡À≈à“π—Èπ

                                    (9)

®“°°“√æ‘®“√≥“ ¡°“√∑’Ë (2) ®–‡ÀÁπ‰¥â«à“¡’ 3 °√≥’∑’Ë
‡ªìπªí®®—¬°àÕ„Àâ‡°‘¥¿“«–‰√â§«“¡µàÕ‡π◊ËÕß„π·ºπ¿“æ‰Õ‚´
§≈‘π‘°

3.1 ‡ß◊ËÕπ‰¢ σσσσσxx =====     σσσσσyy ≠ 0 (=0)0 (=0)0 (=0)0 (=0)0 (=0)  ·≈– τττττxy 
= 00000

æ‘®“√≥“ ¡°“√∑’Ë (9) ®–‡ÀÁπ‰¥â«à“ ‡¡◊ËÕ σxx = σyy

≠ 0 (=0)     ·≈â« σ1 = σ2 ·≈– (σ1 - σ2) = 0 ¥—ßπ—Èπ®“°
 ¡°“√∑’Ë (3) µ—«·ª√‰Õ‚´§≈‘π‘°®–‰¡à “¡“√∂À“§à“‰¥â (In-

determination) ·≈–®ÿ¥À√◊Õ∫√‘‡«≥„¥Ê „πµ—«·∫∫∑’Ë
 ¿“«–§«“¡‡§âπ Õ¥§≈âÕß°—∫‡ß◊ËÕπ‰¢¥—ß°≈à“«π’È°Á®–∂Ÿ°
‡√’¬°«à“ ®ÿ¥‰Õ‚´‚∑√ªî° (Isotropic point) [10] Õ¬à“ß‰√
°Áµ“¡ §«“¡‡ªìπ®√‘ß·≈â«∑’Ëµ”·Àπàß∑’Ë‡°‘¥¿“«–‰√â§«“¡µàÕ
‡π◊ËÕßπ—Èπ§à“µ—«·ª√‰Õ‚´§≈‘π‘° φ ¡’§à“‰¥â∑ÿ°Ê §à“„π¬à“πÀπ÷ËßÊ
 “‡Àµÿ∑’Ë‡ªìπ‡™àππ’È°Á‡æ√“–«à“∑’Ë¿“«–§«“¡‡§âπµ“¡‡ß◊ËÕπ‰¢
π’È®–ª√“°Ø‡ªìπ‡æ’¬ß®ÿ¥∫π·°π σ σ σ σ σ „π¿“æ«ß°≈¡‚¡√å‡∑à“π—Èπ

πÕ°®“°π’ÈÀ“°æ‘®“√≥“‡ß◊ËÕπ‰¢·≈â«¬—ß¡’‡ß◊ËÕπ‰¢
Õ’°¢âÕÀπ÷Ëß∑’Ë· ¥ß„π«ß‡≈Á∫ °≈à“«§◊Õ σxx = σyy = 0 ∑’Ë®√‘ß
·≈â«‡ß◊ËÕπ‰¢π’È‡ªìπ‡ß◊ËÕπ‰¢æ‘‡»… (¥ŸÀ—«¢âÕ∑’Ë 3.2) Õ¬à“ß‰√
°Áµ“¡®–¡’≈—°…≥–¢Õßªí≠À“∫“ßªí≠À“‡™àπ §“π ’Ë‡À≈’Ë¬¡
√—∫¿“√–‚¡‡¡πµå¥—¥≈â«π (Pure bending beam) ∑’Ë
 Õ¥§≈âÕß°—∫‡ß◊ËÕπ‰¢π’È °≈à“«§◊Õ∑’Ë∫√‘‡«≥·°π –‡∑‘π
(Neutral axis) ¥—ßπ—Èπ‚¥¬ √ÿª·≈â« ®ÿ¥À√◊Õ∫√‘‡«≥„¥Ê „π
µ—«·∫∫®–‡ªìπ®ÿ¥‰Õ‚´‚∑√ªî°°ÁµàÕ‡¡◊ËÕ¿“«–§«“¡‡§âπ
 Õ¥§≈âÕß°—∫‡ß◊ËÕπ‰¢¥—ß°≈à“«¢â“ßµâπ·≈–µâÕß‡ªìπ®ÿ¥À√◊Õ
∫√‘‡«≥∑’ËÕ¬Ÿà¿“¬„πµ—«·∫∫‡∑à“π—Èπ  ”À√—∫®ÿ¥‰Õ‚´‚∑√ªî°π’È
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®–¡’∑—Èß‡§√◊ËÕßÀ¡“¬∫«°·≈–≈∫ °≈à“«§◊ÕÀ“°§à“¢Õß
µ—«·ª√‰Õ‚´§≈‘π‘°¡’§à“‡æ‘Ë¡¢÷Èπ„π∑‘»∑“ß∑«π‡¢Á¡π“Ãî°“
·≈â«®ÿ¥π—Èπ°Á®–¡’‡§√◊ËÕßÀ¡“¬∫«° ·≈–„π∑“ßµ√ß°—π¢â“¡
À“°§à“¢Õßµ—«·ª√‰Õ‚´§≈‘π‘°¡’§à“‡æ‘Ë¡¢÷Èπ„π∑‘»∑“ßµ“¡
‡¢Á¡π“Ãî°“·≈â«®ÿ¥π—Èπ°Á®–¡’‡§√◊ËÕßÀ¡“¬≈∫

3.2 ‡ß◊ËÕπ‰¢ σ σ σ σ σxx =====     σσσσσyy = 00000  ·≈– τττττxy 
= 00000

µ“¡∑’Ë‰¥â°≈à“«„πÀ—«¢âÕ 3.1 ®ÿ¥À√◊Õ∫√‘‡«≥„¥Ê
∑’Ë Õ¥§≈âÕß°—∫‡ß◊ËÕπ‰¢¢âÕπ’È°Á®–∂Ÿ°‡√’¬°«à“ ®ÿ¥‡Õ°æ®πå
(Singular point) ‡ß◊ËÕπ‰¢π’È‡ªìπ‡ß◊ËÕπ‰¢À√◊Õ°√≥’‡©æ“–
¢Õß‡ß◊ËÕπ‰¢„πÀ—«¢âÕ 3.1 Õ¬à“ß‰√°Áµ“¡ §«“¡·µ°µà“ß
√–À«à“ß‡ß◊ËÕπ‰¢π’È°—∫‡ß◊ËÕπ‰¢„π«ß‡≈Á∫µ“¡∑’Ë‰¥â°≈à“«¡“
·≈â«°Á§◊Õ«à“ ®ÿ¥‡Õ°æ®πå®–‡ªìπ®ÿ¥∑’ËÕ¬Ÿà∑’Ë¢Õ∫¢Õßµ—«·∫∫∑’Ë
‰¡à¡’§«“¡‡§âπ‡©◊Õπ°√–∑” (Shear-free boundary) ‡∑à“π—Èπ
[10] ∑—Èßπ’È‡π◊ËÕß¡“®“°«à“ Õß§åª√–°Õ∫§«“¡‡§âπ„π·π«∑’Ë
µ—Èß©“°°—∫¢Õ∫¢Õßµ—«·∫∫π—Èπ¡’§à“‡∑à“°—∫»Ÿπ¬å ¥—ßπ—ÈπÕß§å
ª√–°Õ∫§«“¡‡§âπ∑’Ë‡À≈◊Õ∑’Ë¡’∑‘»∑“ß¢π“π°—∫¢Õ∫¢Õßµ—«
·∫∫°Á®–µâÕß¡’§à“‡∑à“°—∫»Ÿπ¬å¥â«¬‡™àπ°—π·≈–æ÷ß —ß‡°µ«à“
®ÿ¥‡Õ°æ®πå®–¡’‡§√◊ËÕßÀ¡“¬≈∫‡∑à“π—Èπ

3.3 ‡ß◊ËÕπ‰¢ σ σ σ σ σxx =====     σσσσσyy = ∞  ·≈– τττττxy 
= ∞

‡ß◊ËÕπ‰¢π’È¡—°®–‡°‘¥¢÷Èπ∑’Ë∫√‘‡«≥®ÿ¥∑’Ë·√ß°√–∑”
(Load application points) ÷́Ëß∫√‘‡«≥π’È§«“¡‡§âπ®–
¡’§à“‡¢â“„°≈â§à“Õπ—πµå ®ÿ¥π’È®–∂Ÿ°‡√’¬°«à“ ®ÿ¥¢—È« (Pole) [6]
·≈–¥â«¬‡ß◊ËÕπ‰¢π’È (σ1 - σ2) = ∞ ́ ÷ËßÀ“°æ‘®“√≥“ ¡°“√∑’Ë
(1) ·≈â«°Á®–‡ÀÁπ«à“ §à“Õ—π¥—∫√‘È« N → ∞ ·≈–æ÷ß —ß‡°µ«à“
®ÿ¥¢—È«®–Õ¬Ÿà∫π¢Õ∫‡¢µ¢Õßµ—«·∫∫‡™àπ°—π ·µà®–¡’‡§√◊ËÕß
À¡“¬∫«°

4. §«“¡‡¢â¡· ß·ª√‡ª≈’Ë¬π Imod, λλλλλ

®“° ¡°“√∑’Ë (5) ®–‡ÀÁπ‰¥â«à“ Imod, λ ‡ªìπøíß°å™—Ëπ¢Õß
√‘È«Õ—π¥—∫´÷Ëß —¡æ—π∏å‚¥¬µ√ß°—∫ (σ1 - σ2) (¥Ÿ ¡°“√∑’Ë (1)
·≈– (5)) ¥—ßπ—Èπ∑’Ë®ÿ¥‰Õ‚´‚∑√ªî°À√◊Õ®ÿ¥‡Õ°æ®πå Imod, λ =

0 ¥â«¬‡Àµÿπ’È®–‡°‘¥®ÿ¥¡◊¥„π√‘È« π“¡§«“¡‡§âπ·≈–®ÿ¥¡◊¥π’È
®– “¡“√∂·¬°‰¥â‚¥¬ßà“¬À“°√‘È« π“¡§«“¡‡§âππ’È∂Ÿ°
∫—π∑÷°‚¥¬„™â·À≈àß°”‡π‘¥· ß ’¢“« ¥—ßπ—Èπ·ºπ¿“æ§«“¡
‡¢â¡· ß·ª√‡ª≈’Ë¬π “¡“√∂„™âª√–°Õ∫°“√§âπÀ“®ÿ¥À√◊Õ
∫√‘‡«≥∑’Ë‰√â§«“¡µàÕ‡π◊ËÕß‰¥â

5. «‘∏’°“√§âπÀ“¿“«–‰√â§«“¡µàÕ‡π◊ËÕß
5.1 °“√§âπÀ“®ÿ¥À√◊Õ∫√‘‡«≥∑’Ë§“¥«à“®–‡ªìπ®ÿ¥

À√◊Õ∫√‘‡«≥∑’Ë‰√â§«“¡µàÕ‡π◊ËÕß
°“√§âπÀ“π’È°√–∑”‰¥â‚¥¬°“√Õà“π°«“¥ (Scan)

·ºπ¿“æ‰Õ‚´§≈‘π‘°„π¬à“π [0, +π/2] ·≈– [−π/4, +π/4]

∑’Ë≈–®ÿ¥¿“æ (Pixel) ‚¥¬„™âÀπâ“µà“ß (Mask window)
Γw × 1 ‚¥¬∑’Ë w §◊Õ§«“¡°«â“ß·≈– l §◊Õ§«“¡¬“«¢Õß
Àπâ“µà“ß‡ªìπ®”π«π®ÿ¥¿“æ πÕ°®“°π’È¬—ß∑”°“√Õà“π
°«“¥·ºπ¿“æ§«“¡‡¢â¡· ß·ª√‡ª≈’Ë¬π‚¥¬„™â‡ß◊ËÕπ‰¢
Tmod I

s

mod, max  ‚¥¬∑’Ë Tmod §◊Õ§à“§ß∑’Ë„¥Ê ¡’§à“Õ¬Ÿà√–À«à“ß 0
∂÷ß 1 ·≈– I

s

mod, max §◊Õ§à“§«“¡‡¢â¡· ß·ª√‡ª≈’Ë¬π Ÿß ÿ¥
„π¢≥–∑”°“√Õà“π°«“¥π—ÈπÀ“°‡ß◊ËÕπ‰¢°“√°√–®“¬µ—«
¢Õßµ—«·ª√‰Õ‚´§≈‘π‘° (®”π«π°“√æ≈‘°°≈—∫¢Õß‡ø ) ¡’
≈—°…≥– Õ¥§≈âÕß°—∫≈—°…≥–°“√°√–®“¬µ—«¡“µ√∞“π
[8,11] °≈à“«§◊Õ¡’°“√æ≈‘°°≈—∫¢Õß‡ø ‰ª„π∑‘»∑“ß‡¥’¬«°—π
§◊Õ∑«π‡¢Á¡π“Ãî°“ (‡§√◊ËÕßÀ¡“¬∫«°) À√◊Õµ“¡‡¢Á¡π“Ãî°“
(‡§√◊ËÕßÀ¡“¬≈∫) ®ÿ¥¿“æ∑’Ë‡ªìπ®ÿ¥°≈“ß¢ÕßÀπâ“µà“ßπ—Èπ°Á
®–∂Ÿ°‡≈◊Õ°„Àâ‡ªìπ®ÿ¥∑’Ë§“¥«à“®–‡ªìπ®ÿ¥∑’Ë‰√â§«“¡µàÕ‡π◊ËÕß
(Discontinuity-to-be pixel) πÕ°®“°π’È ”À√—∫°“√Õà“π
°«“¥·ºπ¿“æ§«“¡‡¢â¡· ß·ª√‡ª≈’Ë¬ππ—Èπ À“°§à“§«“¡
‡¢â¡· ß·ª√‡ª≈’Ë¬π¢Õß®ÿ¥¿“æ„¥Ê ¡’§à“πâÕ¬°«à“ Tmod

I
s

mod, max ·≈â« ®ÿ¥¿“æπ—Èπ°Á®–∂Ÿ°‡≈◊Õ°‡™àπ‡¥’¬«°—π ∑—Èßπ’È®ÿ¥
¿“æ∑—ÈßÀ¡¥∑’Ë∂Ÿ°‡≈◊Õ°®–∂Ÿ°∫—π∑÷°‰«â„π‰∫π“√’Õ–‡√¬å 2 ¡‘µ‘
®”π«π 3 Õ–‡√¬å §◊Õ A[0,+π/2] , A[-π/4,+π/4] ·≈– Amod µ“¡
≈”¥—∫∑’Ë Õ¥§≈âÕß°—∫·ºπ¿“æ æ÷ß —ß‡°µ«à“∑—Èß 3 Õ–‡√¬åπ’È
®–∂Ÿ°°”Àπ¥§à“‡√‘Ë¡„Àâ¡’§à“‡∑à“°—∫ 1  ”À√—∫∑ÿ°Ê ®ÿ¥¿“æ
„π¢Õ∫‡¢µ∑’Ë π„®·≈– ”À√—∫®ÿ¥¿“æ∑’Ë∂Ÿ°‡≈◊Õ°π—Èπ°Á®–∂Ÿ°
°”Àπ¥„Àâ¡’§à“‡∑à“°—∫»Ÿπ¬å

5.2 °“√°”Àπ¥®ÿ¥À√◊Õ∫√‘‡«≥∑’Ë‰√â§«“¡µàÕ‡π◊ËÕß
∑”°“√‡≈◊Õ°®ÿ¥∑’Ë‡ªìπ®ÿ¥∑’Ë‰√â§«“¡µàÕ‡π◊ËÕß®√‘ß ‚¥¬

°”Àπ¥„Àâ α , β  ·≈– γ ‡ªìπ§à“®ÿ¥¿“æ„πÕ–‡√¬å∑—Èß 3 „π
À—«¢âÕ∑’Ë 5.1 µ“¡≈”¥—∫ ®“°π—Èπ √â“ßÕ–‡√¬å ”À√—∫∫—π∑÷°
º≈≈—æ∏å Adiscontinuity ∑’Ë¡’¢π“¥‡∑à“°—∫Õ–‡√¬å∑—Èß 3 ·≈–
°”Àπ¥§à“‡√‘Ë¡µâπ„Àâ¡’§à“‡∑à“°—∫ 1  ”À√—∫°“√‡≈◊Õ°®ÿ¥
¿“æπ—Èπ®–„™âøíß°å™—Ëπ 2 øíß°å™—Ëπ §◊Õ øíß°å™—Ëπ∑«‘ (Doublet
function) ·≈– øíß°å™—Ëπ‰µ√ (Triplet function)
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¢—ÈπµÕπ„π°“√‡≈◊Õ°π—Èπ°√–∑”¥—ßπ’È  ”À√—∫øíß°å™—Ëπ
∑«‘ D(α, β) π—ÈπÀ“°∑’Ë®ÿ¥¿“æ‡¥’¬«°—π D(α, β) = 0 ·≈â«
®ÿ¥¿“æπ—Èπ®–∂Ÿ°‡≈◊Õ°„Àâ‡ªìπ®ÿ¥∑’Ë‰√â§«“¡µàÕ‡π◊ËÕß·≈–§à“
¢Õß®ÿ¥¿“æπ’È„πÕ–‡√¬å Adiscontinuity ®–∂Ÿ°°”Àπ¥„Àâ‡ªìπ»Ÿπ¬å
„π à«π¢Õßøíß°å™—Ëπ‰µ√ T(α, β, γ) °Á¡’≈—°…≥–‡™àπ
‡¥’¬«°—π§◊Õ À“° T(α, β, γ) = 0 ·≈â«®ÿ¥¿“æπ—Èπ°Á®–∂Ÿ°
‡≈◊Õ°·≈–§à“¢Õß®ÿ¥¿“æπ’È„πÕ–‡√¬å Adiscontinuity®–∂Ÿ°
°”Àπ¥„Àâ‡ªìπ»Ÿπ¬å

6. º≈≈—æ∏å·≈–°“√«‘®“√≥åº≈
«‘∏’°“√∑’Ë‰¥âπ”‡ πÕπ’È®–ª√–¬ÿ°µå„™â°—∫µ—«·∫∫ 2 ·∫∫

§◊Õ ·ºàπ®“π°≈¡√—∫·√ß‡¢â¡°¥ “¡·√ß„π·π«√—»¡’ ·≈–
·ºàπ«ß·À«πª≈“¬·¬°√—∫·√ß‡¢â¡°¥‡¬◊ÈÕß∑’Ëª≈“¬ ≈—°…≥–
∑“ß°“¬¿“æ·≈–°“√√—∫·√ß¢Õßµ—«·∫∫∑—Èß Õßπ—Èπ· ¥ß
Õ¬Ÿà„π√Ÿª∑’Ë 2 ‚¥¬∑’Ëµ—«·∫∫∑—Èß Õß∑”¡“®“°·ºàπÕ’æäÕ°´’Ë‡√´‘π
º≈≈—æ∏å∑’Ë‰¥â®–∂Ÿ°π”‡ πÕ‡ªìπ≈”¥—∫¥—ßµàÕ‰ªπ’È

√Ÿª∑’Ë 2  µ—«·∫∫∑’Ë„™â„π°“√§âπÀ“®ÿ¥∑’Ë‰√â§«“¡µàÕ‡π◊ËÕß (°) ·ºàπ®“π°≈¡√—∫·√ß‡¢â¡°¥ “¡·√ß„π·π«√—»¡’
(P = 274 π‘«µ—π) ·≈– (¢) ·ºàπ«ß·À«πª≈“¬·¬°√—∫·√ß‡¢â¡°¥‡¬◊ÈÕß∑’Ëª≈“¬ (P = 157 π‘«µ—π)

(≈Ÿ°»√ ’¥”·≈– ’¢“«„π¿“æπ—ÈπÀ¡“¬∂÷ß®ÿ¥∑’Ë·√ß°√–∑”·≈–®ÿ¥√Õß√—∫
√Ÿª¿“æ‰¡à‰¥â —¥ à«π·≈–Àπà«¬∑“ß¥â“π√Ÿª√à“ß‡ªìπ¡‘≈≈‘‡¡µ√)
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6.1 ·ºàπ®“π°≈¡√—∫·√ß‡¢â¡°¥ “¡·√ß„π·π«√—»¡’
√Ÿª∑’Ë 3 · ¥ß¿“æ√‘È« π“¡§«“¡‡§âπ∑’Ë‰¥â®“°

°“√∫—π∑÷°§«“¡‡¢â¡· ß∑’ËÕÕ°¡“®“°Õÿª°√≥å‡∫’Ë¬ß‡∫π
· ß√–π“∫∑’Ë¡ÿ¡ θ µà“ßÊ ‡¡◊ËÕ P = 274 π‘«µ—π (√Ÿª∑’Ë 1)
√Ÿª∑’Ë 4 · ¥ß·ºπ¿“æ‰Õ‚´§≈‘π‘°∑’Ë¬à“πµà“ßÊ ·≈–
·ºπ¿“æ§«“¡‡¢â¡· ß·ª√‡ª≈’Ë¬π∑’Ë§”π«≥‰¥â [8] √Ÿª∑’Ë 4°
§◊Õ·ºπ¿“æ‰Õ‚´§≈‘π‘°∑’Ë‰¥â¡“®“° ¡°“√∑’Ë (6) ´÷Ëß¡’§à“
Õ¬Ÿà„π¬à“π [0, +π/4]  à«π√Ÿª∑’Ë 4¢ ·≈– 4§ ´÷Ëß¡’¬à“π
[0, +π/2] ·≈– (−π/4, +π/4] µ“¡≈”¥—∫π—Èπ ‰¥â¡“®“°

√Ÿª∑’Ë 4° ‚¥¬°“√„™â°√–∫«π°“√‡ª√’¬∫‡∑’¬∫§à“§«“¡‡¢â¡
· ß·µ°µà“ß∑’Ë‡ªìπµ—«·ª√Õ‘ √– (Argument) ¢Õß
øíß°å™—Ëπ·∑π‡®π∑åº°º—π (æ‘®“√≥“ ¡°“√∑’Ë (6)) [8] „π√Ÿª∑’Ë
4 π—Èπ “¡“√∂‡ÀÁπ≈—°…≥–¢Õß°“√æ≈‘°°≈—∫¢Õßµ—«·ª√‰Õ
‚´§≈‘π‘°‰¥âÕ¬à“ß™—¥‡®π (¢“«‡ªìπ¥”À√◊Õ„π∑“ßµ√ß°—π¢â“¡)
Õ¬à“ß‰√°Áµ“¡·π«‡ âπ∑’Ë· ¥ß°“√æ≈‘°°≈—∫¢Õßµ—«·ª√‰Õ
‚´§≈‘π‘°π—Èπ‰¡à√“∫‡√’¬∫Õ¬à“ß∑’Ë§«√®–‡ªìπ  “‡Àµÿ∑’Ë‡ªìπ
‡™àππ’È°Á‡æ√“–Õ‘∑∏‘æ≈¢Õßµ—«·ª√‰Õ‚´‚§√¡“µ‘°À√◊ÕÕ—π¥—∫
√‘È«‡¡◊ËÕ¡’§à“‡ªìπ®”π«π‡µÁ¡ (N = 0, 1, 2,...)

√Ÿª∑’Ë 3  ¿“æ ’ 24 ∫‘µ √‘È« π“¡§«“¡‡§âπ¢Õß·ºàπ®“π°≈¡√—∫·√ß‡¢â¡°¥ “¡·√ß„π·π«√—»¡’
(°) θ = 0  (¢) θ = +π/8  (§) θ = +π/4  ·≈– (ß) θ = +3π/8
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À≈—ß®“°ª√–¬ÿ°µå«‘∏’°“√∑’Ë‰¥âπ”‡ πÕ‰ª·≈â«„π
À—«¢âÕ∑’Ë (5) °Á®–‰¥â·ºπ¿“æ∑’Ë· ¥ßµ”·ÀπàßÀ√◊Õ®ÿ¥∑’Ë‰√â
§«“¡µàÕ‡π◊ËÕß √Ÿª∑’Ë 5 · ¥ß·ºπ¿“æ‰∫π“√’∑’Ë· ¥ß
µ”·Àπàß∑’Ë‰√â§«“¡µàÕ‡π◊ËÕß‚¥¬∑’Ë Γw × 1 = Γ21 × 21 ·≈–
Tmod  = 0.1 √Ÿª∑’Ë 5° ∂÷ß 5§ ‰¥â¡“®“°°“√Õà“π°«“¥Õ–‡√¬å
A[0,+π/2] , A[-π/4,+π/4] ·≈– Amod µ“¡≈”¥—∫ æ‘®“√≥“∑—Èß
 “¡¿“æ®–‡ÀÁπ‰¥â«à“®ÿ¥‰Õ‚´‚∑√ªî°®–Õ¬Ÿàµ√ß°≈“ß‡¬◊ÈÕß
≈ß∑“ß¥â“π≈à“ß‡≈Á°πâÕ¬‚¥¬¡’§«“¡ ¡¡“µ√∑“ß¥â“π´â“¬
·≈–¢«“ πÕ°®“°π’È®ÿ¥¢—È«∑’Ë‡ªìπ®ÿ¥∑’Ë·√ß°√–∑”∂Ÿ°§âπæ∫
‚¥¬«‘∏’°“√∑’Ëπ”‡ πÕ·≈–‡ÀÁπ‰¥âÕ¬à“ß™—¥‡®π„π¢≥–∑’Ë®ÿ¥
¢—È«∑’Ë‡ªìπ®ÿ¥√Õß√—∫‰¡à “¡“√∂∂Ÿ°§âπæ∫‰¥âÕ¬à“ß™—¥‡®π
 “‡Àµÿ∑’Ë‡ªìπ‡™àππ’ÈÕ“®®–‡π◊ËÕß¡“®“°«à“Àπâ“µà“ß∑’Ë„™â„π
°“√§âπÀ“π—Èπ‡ªìπÀπâ“µà“ß ’Ë‡À≈’Ë¬¡®—µÿ√—  À“°®ÿ¥¿“æ∑’Ë

æ‘®“√≥“Õ¬Ÿà‡ªìπ®ÿ¥¿“æ∑’ËÕ¬Ÿà∫π¢Õ∫„π·π«‡ âπ∑·¬ß¡ÿ¡
·≈â«Õ“®®–∑”„Àâ°√–∫«π°“√‡≈◊Õ°‡°‘¥§«“¡º‘¥æ≈“¥‰¥â

 ”À√—∫®ÿ¥∑’ËÕ¬Ÿà∫π¢Õ∫‡¢µ¢Õßµ—«·∫∫∑ÿ°Ê ®ÿ¥π—Èπ
®–‡ªìπ®ÿ¥‡Õ°æ®πå (¬°‡«âπ®ÿ¥¢—È«) Õ¬à“ß‰√°Áµ“¡ ®ÿ¥
‡Õ°æ®πå‡À≈à“π’È‰¡à “¡“√∂∂Ÿ°§âπæ∫‰¥â¥â«¬°“√Õà“π°«“¥
Õ–‡√¬å A[0,+π/2] ·≈– A[-π/4,+π/4] ‡π◊ËÕß®“°°“√Õà“π°«“¥·∫∫
„™âÀπâ“µà“ßπ—Èπ®–µâÕß∑”°“√‡ª√’¬∫‡∑’¬∫≈—°…≥–°“√æ≈‘°
°≈—∫¢Õßµ—«·ª√‰Õ‚´§≈‘π‘°‡ªìπÀ≈—° À“° —ß‡°µµ“¡¢Õ∫
¢Õß√Ÿª∑’Ë 5§ ·≈â«°Á®–æ∫«à“®ÿ¥‡Õ°æ®πå∂Ÿ°§âπæ∫¥â«¬°“√
Õà“π°«“¥ Amod ·≈–®ÿ¥∑’Ë‡ªìπ®ÿ¥‡Õ°æ®πå∑—ÈßÀ¡¥∑’Ë∂Ÿ°‡≈◊Õ°
®–‡ªìπ‰ªµ“¡‡ß◊ËÕπ‰¢ I

s

mod < Tmod I
s

mod, max Õ¬à“ß‰√°Áµ“¡
®–‡ÀÁπ‰¥â«à“¬—ß¡’®ÿ¥∫“ß®ÿ¥∑’Ë‰¡à∂Ÿ°‡≈◊Õ°„Àâ‡ªìπ®ÿ¥‡Õ°æ®πå
(°≈ÿà¡¢Õß®ÿ¥¿“æ ’¢“«∑’Ë¬—ß‡À≈◊ÕÕ¬Ÿàµ“¡¢Õ∫) ∑—Èßπ’È‡π◊ËÕß

√Ÿª∑’Ë 4 ·ºπ¿“æµ—«·ª√‰Õ‚´§≈‘π‘°∑’Ë¬à“πµà“ßÊ ·≈–·ºπ¿“æ§«“¡‡¢â¡· ß·ª√‡ª≈’Ë¬π·ºàπ®“π°≈¡
√—∫·√ß‡¢â¡°¥ “¡·√ß„π·π«√—»¡’ (°) φ Õ¬Ÿà„π¬à“π 0 ∂÷ß +π/4  (¢) φ Õ¬Ÿà„π¬à“π 0 ∂÷ß +π/2

(§) φ Õ¬Ÿà„π¬à“π −π/4  ∂÷ß +π/4 ·≈– (ß) ·ºπ¿“æ Is
mod
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¡“®“°«à“ „π°“√∑”µ—«·∫∫π—Èπ¬àÕ¡¡’§«“¡‡§âπµ°§â“ß∑’Ë
¢Õ∫´÷Ëß§«“¡‡§âπµ°§â“ß‡ªìπµ—«º≈—°¥—π„Àâ®ÿ¥‡Õ°æ®πå®√‘ß
‡≈◊ËÕπ∑’Ë‡¢â“‰ª¥â“π„πµ—«·∫∫

√Ÿª∑’Ë 5ß ·≈– 5® · ¥ß·ºπ¿“æ∑’Ë‰¥â®“°°“√
ª√–¬ÿ°µå„™âøíß°å™—Ëπ∑«‘·≈–øíß°å™—Ëπ‰µ√µ“¡≈”¥—∫ æ‘®“√≥“
º≈∑’Ë‰¥â√—∫®“°øíß°å™—Ëπ∑«‘·≈â«®–‡ÀÁπ«à“®ÿ¥À√◊Õ∫√‘‡«≥µà“ßÊ
∑’Ë‰¥â∂Ÿ°‡≈◊Õ°‰«â„π§√—Èß·√°‰¥â∂Ÿ°≈∫ÕÕ°‰ª °≈à“«§◊Õ∂Ÿ°

°”Àπ¥§à“°≈—∫‰ª‡ªìπ 1 ´÷Ëß∑”„Àâ¡’§«“¡∂Ÿ°µâÕß¡“°¢÷Èπ
Õ¬à“ß‰√°Áµ“¡À“°æ‘®“√≥“º≈∑’Ë‰¥â®“°øíß°å™—Ëπ‰µ√·≈â« ®ÿ¥
‡Õ°æ®πå‰¥â∂Ÿ°≈∫ÕÕ°‰ª‡°◊Õ∫À¡¥§ß‡À≈◊Õ‰«â·µà‡æ’¬ß®ÿ¥
‰Õ‚´‚∑√ªî°¿“¬„πµ—«·∫∫‡∑à“π—Èπ ´÷Ëßµ”·Àπàß¢Õß®ÿ¥‰Õ
‚´‚∑√ªî°π’È¡’§«“¡∂Ÿ°µâÕß´÷Ëß “¡“√∂¬◊π¬—π‰¥â®“°°“√
æ‘®“√≥“µ”·Àπàß¢Õß®ÿ¥¡◊¥„π√Ÿª∑’Ë 4ß

√Ÿª∑’Ë 5  ·ºπ¿“æ‰∫π“√’· ¥ßµ”·Àπàß¢Õß®ÿ¥∑’Ë‰√â§«“¡µàÕ‡π◊ËÕß¢Õß·ºàπ®“π°≈¡√—∫·√ß‡¢â¡°¥ “¡·√ß
„π·π«√—»¡’∑’Ë‰¥â®“°°“√Õà“π°«“¥ (°) A[0,+π/2] (¢) A[-π/4,+π/4]  (§) Amod (ß) Adiscontinuity ®“°øíß°å™—Ëπ∑«‘

D(α, β) ·≈– (®)  Adiscontinuity ®“°øíß°å™—Ëπ‰µ√ T(α, β, γ)
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√Ÿª∑’Ë 6  ¿“æ ’ 24 ∫‘µ √‘È« π“¡§«“¡‡§âπ¢Õß·ºàπ«ß·À«πª≈“¬·¬°√—∫·√ß‡¢â¡°¥‡¬◊ÈÕß∑’Ëª≈“¬
(°) θ = 0 (¢) θ = +π/8 (§) θ = +π/4 ·≈– (ß) θ = +3π/8

6.2 ·ºàπ«ß·À«πª≈“¬·¬°√—∫·√ß‡¢â¡°¥‡¬◊ÈÕß∑’Ë
ª≈“¬
√Ÿª∑’Ë 6 · ¥ß¿“æ√‘È« π“¡§«“¡‡§âπ∑’Ë‰¥â®“°

°“√∫—π∑÷°§«“¡‡¢â¡· ß∑’ËÕÕ°¡“®“°Õÿª°√≥å‡∫’Ë¬ß‡∫π
· ß√–π“∫∑’Ë¡ÿ¡ θ µà“ßÊ ‡¡◊ËÕ P = 157 π‘«µ—π √Ÿª∑’Ë 7
· ¥ß·ºπ¿“æ‰Õ‚´§≈‘π‘°∑’Ë¬à“πµà“ßÊ ·≈–·ºπ¿“æ

§«“¡‡¢â¡· ß·ª√‡ª≈’Ë¬π∑’Ë§”π«≥‰¥â [8] „π√Ÿª∑’Ë 6 π—Èπ
®–‡ÀÁπ‰¥â«à“√‘È«‰Õ‚´§≈‘π‘° (√‘È«¡◊¥) ®–¡’≈—°…≥–‰¡à
 ¡¡“µ√Õ¬à“ß∑’Ë§«√®–‡ªìπ ∑—Èßπ’È‡æ√“–§«“¡‰¡à ¡∫Ÿ√≥å
∑“ß¥â“π√Ÿª√à“ß¢Õßµ—«·∫∫·≈–·π«¢Õß·√ß∑’Ë°√–∑”‰¡à
ºà“π®ÿ¥√Õß√—∫„π·π«‡ âπµ√ß¥‘Ëß

√Ÿª∑’Ë 7° ∂÷ß 7§ §◊Õ·ºπ¿“æ‰Õ‚´§≈‘π‘°„π¬à“π
[0, +π/4], [0, +π/2], (−π/4, +π/4] ·≈– √Ÿª∑’Ë 7ß §◊Õ
·ºπ¿“æ§«“¡‡¢â¡· ß I

s

mod „π√Ÿª∑’Ë 7° ∂÷ß 7§ π—Èπ
 “¡“√∂‡ÀÁπ≈—°…≥–¢Õß°“√æ≈‘°°≈—∫¢Õßµ—«·ª√‰Õ‚´
§≈‘π‘°‰¥âÕ¬à“ß™—¥‡®π‡™àπ‡¥’¬«°—∫√Ÿª∑’Ë 4° ∂÷ß 4§ ¥â«¬
Γw × 1 = Γ21 × 21 ·≈– Tmod  = 0.1 √Ÿª∑’Ë 8° ∂÷ß 8§ · ¥ß

·ºπ¿“æ‰∫π“√’∑’Ë‰¥â¡“®“°°“√Õà“π°«“¥Õ–‡√¬å A[0,+π/2] ,
A[-π/4,+π/4] ·≈– Amod µ“¡≈”¥—∫ æ‘®“√≥“∑—Èß “¡¿“æ®–
‡ÀÁπ‰¥â«à“µ”·Àπàß∑’Ë‡ªìπ®ÿ¥‰Õ‚´‚∑√ªî°π—Èπ®–¡’∫√‘‡«≥°«â“ß
°≈à“«§◊Õ ‡ªìπ∫√‘‡«≥‰Õ‚´‚∑√ªî° πÕ°®“°π’È®ÿ¥¢—È«∑—Èß Õß
®ÿ¥°Á∂Ÿ°§âπæ∫‡™àπ‡¥’¬«°—π æ÷ß —ß‡°µ«à“ªí≠À“π’È®ÿ¥
‡Õ°æ®πåµ“¡¢Õ∫√“∫‡√’¬∫®–‰¡à¡’‡π◊ËÕß®“°«à“ §à“Õ—π¥—∫√‘È«
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N > 0 ·≈– à«ππ’È “¡“√∂¬◊π¬—π‰¥â®“°°“√æ‘®“√≥“√Ÿª∑’Ë
8§ Õ¬à“ß‰√°Áµ“¡À“°æ‘®“√≥“√Ÿª∑’Ë 7ß °—∫ √Ÿª∑’Ë 8° ∂÷ß 8§
æ∫«à“ ∑’Ëª≈“¬§¡∑“ß¥â“π¢«“¡’®ÿ¥¡◊¥ 2 ®ÿ¥ ®“°§”π‘¬“¡
µ“¡À—«¢âÕ∑’Ë 3 ·≈â« ®ÿ¥∑—Èß Õßπ’ÈµâÕß‡ªìπ®ÿ¥‰Õ‚´‚∑√ªî° ·µà
§«“¡‡ªìπ®√‘ß·≈â«®ÿ¥∑—Èß Õß‡ªìπ®ÿ¥‡Õ°æ®πå∑’ËÕ¬Ÿà∑’Ë¢Õ∫µ—¥§¡
 “‡Àµÿ∑’Ë®ÿ¥∑—Èß Õß‡≈◊ËÕπ‡¢â“¡“Õ¬Ÿà¥â“π„π°Á‡π◊ËÕß¡“®“°

§«“¡‰¡à ¡∫Ÿ√≥å∑“ß¥â“π√Ÿª√à“ß¥—ß∑’Ë‰¥â°≈à“«·≈â«¢â“ßµâπ
πÕ°®“°π’È„π√Ÿª∑’Ë 8§ ®–‡ÀÁπ«à“¡’∫√‘‡«≥∑’Ë‡ªìπ ’¥”∑“ß
¥â“π¢«“¡◊Õ ∫√‘‡«≥π’È‚¥¬§«“¡‡ªìπ®√‘ß·≈â«‰¡à„™à∫√‘‡«≥
‰Õ‚´‚∑√ªî°·≈–°“√∑’Ë∫√‘‡«≥π’È∂Ÿ°§âπæ∫π—Èπ°Á‡π◊ËÕß¡“®“°«à“
I

s

mod < TmodI
s

mod, max √Ÿª∑’Ë 8° ·≈– 8¢ ¬◊π¬—π§«“¡®√‘ß
¢âÕπ’È‡æ√“–‰¡à¡’∫√‘‡«≥¥—ß°≈à“«„π√Ÿª∑—Èß Õß

√Ÿª∑’Ë 7  ·ºπ¿“æµ—«·ª√‰Õ‚´§≈‘π‘°∑’Ë¬à“πµà“ßÊ ·≈–·ºπ¿“æ§«“¡‡¢â¡· ß·ª√‡ª≈’Ë¬π¢Õß·ºàπ«ß·À«π
ª≈“¬·¬°√—∫·√ß‡¢â¡°¥‡¬◊ÈÕß∑’Ëª≈“¬ (°) φ Õ¬Ÿà„π¬à“π 0 ∂÷ß +π/4 (¢) φ Õ¬Ÿà„π¬à“π 0 ∂÷ß +π/2

(§) φ Õ¬Ÿà„π¬à“π −π/4 ∂÷ß +π/4 ·≈– (ß) ·ºπ¿“æ  Is

mod
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√Ÿª∑’Ë 8ß ·≈– 8® · ¥ß·ºπ¿“æ∑’Ë‰¥â®“°°“√
ª√–¬ÿ°µå„™âøíß°å™—Ëπ∑«‘·≈–øíß°å™—Ëπ‰µ√ æ‘®“√≥“º≈∑’Ë‰¥â√—∫
®“°øíß°å™—Ëπ∑«‘·≈â«®–‡ÀÁπ«à“®ÿ¥À√◊Õ∫√‘‡«≥µà“ßÊ ‰¥â∂Ÿ°
≈∫ÕÕ°‰ª§ß‡À≈◊Õ‰«â·µà®ÿ¥‰Õ‚´‚∑√ªî°·≈–®ÿ¥¢—È«´÷Ëß
 “¡“√∂‡ÀÁπ‰¥âÕ¬à“ß™—¥‡®π  ”À√—∫º≈∑’Ë‰¥â®“°øíß°å™—Ëπ‰µ√

®ÿ¥¢—È«‰¥â∂Ÿ°≈∫ÕÕ°‰ª§ß‡À≈◊Õ‰«â·µà‡æ’¬ß®ÿ¥‰Õ‚´‚∑√ªî°
¿“¬„πµ—«·∫∫ Õ¬à“ß‰√°Áµ“¡®ÿ¥‰Õ‚´‚∑√ªî°¡’¢π“¥‡≈Á°
‡°‘π‰ª´÷Ëß‰¡à Õ¥§≈âÕß°—∫∫√‘‡«≥¡◊¥„π√Ÿª∑’Ë 7ß ·µà∑—Èßπ’È√Ÿª
√à“ß¢Õß∫√‘‡«≥‰Õ‚´‚∑√ªî°∑’Ëª√“°ØÕ¬Ÿà„π√Ÿª∑’Ë 8§ π—Èπ¡’
§«“¡ Õ¥§≈âÕß°—∫∫√‘‡«≥¡◊¥„π√Ÿª∑’Ë 7ß

√Ÿª∑’Ë 8  ·ºπ¿“æ‰∫π“√’· ¥ßµ”·Àπàß¢Õß®ÿ¥∑’Ë‰√â§«“¡µàÕ‡π◊ËÕß¢Õß·ºàπ®“π°≈¡√—∫·√ß‡¢â¡°¥ “¡·√ß
„π·π«√—»¡’∑’Ë‰¥â®“°°“√Õà“π°«“¥ (°) A[0,+π/2] (¢) A[-π/4,+π/4]  (§) Amod  (ß) Adiscontinuity

®“°øíß°å™—Ëπ∑«‘  D(α, β) ·≈– (®) Adiscontinuity ®“°øíß°å™—Ëπ‰µ√  T(α, β, γ)
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7.  √ÿª
„π∫∑§«“¡«‘®—¬©∫—∫π’È °“√‡°‘¥¢÷Èπ¢Õß¿“«–‰√â§«“¡

µàÕ‡π◊ËÕß„π·ºπ¿“æ‰Õ‚´§≈‘π‘°·≈–«‘∏’°“√§âπÀ“µ”·Àπàß
¢Õß¿“«–‰√â§«“¡µàÕ‡π◊ËÕßπ—Èπ‰¥â∂Ÿ°π”‡ πÕ ®“°°“√
ª√–¬ÿ°µå„™â·ºπ¿“æ‰Õ‚´§≈‘π‘°·≈–·ºπ¿“æ§«“¡‡¢â¡
· ß·ª√‡ª≈’Ë¬πæ√âÕ¡°—∫«‘∏’°“√∑’Ë°≈à“«¢â“ßµâπ ∑”„Àâ
∑√“∫µ”·Àπàß¢Õß¿“«–‰√â§«“¡µàÕ‡π◊ËÕß∑—Èß®ÿ¥‰Õ‚´‚∑√ªî°
®ÿ¥‡Õ°æ®πå ·≈–®ÿ¥¢—È« ‚¥¬‡©æ“–®ÿ¥‰Õ‚´‚∑√ªî°π—Èπ
 “¡“√∂∂Ÿ°§âπæ∫‰¥âÕ¬à“ß™—¥‡®π¥â«¬øíß°å™—Ëπ‰µ√ Õ¬à“ß‰√
°Áµ“¡¬—ß¡’®ÿ¥∫“ß®ÿ¥∑’Ë∂Ÿ°°”Àπ¥„Àâ‡ªìπ®ÿ¥∑’Ë‰√â§«“¡µàÕ‡π◊ËÕß
∑—ÈßÊ ∑’Ë®ÿ¥‡À≈à“π—Èπ‰¡à‰¥â‡ªìπ®ÿ¥∑’Ë‰√â§«“¡µàÕ‡π◊ËÕß ¥—ßπ—Èπ
°“√ª√—∫ª√ÿß√Ÿª·∫∫¢ÕßÀπâ“µà“ß„π°“√Õà“π°«“¥®“° ’Ë
‡À≈’Ë¬¡‡ªìπ«ß°≈¡Õ“®®–∑”„Àâ°“√‰¥â¡“´÷Ëßµ”·Àπàß∑’Ë‰√â
§«“¡µàÕ‡π◊ËÕßπ—Èπ¡’§«“¡∂Ÿ°µâÕß¡“°¬‘Ëß¢÷Èπ

°“√°”Àπ¥À“µ”·Àπàß¢Õß®ÿ¥∑’Ë‰√â§«“¡µàÕ‡π◊ËÕßπ’È
 “¡“√∂°√–∑”‰¥â‚¥¬Õ“»—¬°“√º ¡º “π√–À«à“ß«‘∏’°“√
‡™‘ßµ—«‡≈¢ ‡™àπ «‘∏’‰ø‰πµå‡Õ≈‘‡¡πµå·≈–«‘∏’«‘‡§√“–Àå
§«“¡‡§âπ„π™à«ß¬◊¥À¬ÿàπ¥â«¬· ß‡™‘ß¥‘®‘∑—≈ [11,12] º≈
®“°°“√„™â«‘∏’º ¡º “π™’È„Àâ‡ÀÁπ«à“°“√°”Àπ¥µ”·Àπàß®ÿ¥
∑’Ë‰√â§«“¡µàÕ‡π◊ËÕß¡’§«“¡º‘¥æ≈“¥πâÕ¬°«à“√âÕ¬≈– 5 ‡¡◊ËÕ
‡∑’¬∫°—∫«‘∏’«‘‡§√“–Àå§«“¡‡§âπ„π™à«ß¬◊¥À¬ÿàπ¥â«¬· ß‡™‘ß
¥‘®‘∑—≈ [13] À“°æ‘®“√≥“‡∑’¬∫‡§’¬ß«‘∏’°“√∑’Ë‰¥âπ”‡ πÕ
°—∫«‘∏’«‘‡§√“–Àå§«“¡‡§âπ„π™à«ß¬◊¥À¬ÿàπ¥â«¬· ß‡™‘ß¥‘®‘∑—≈
·≈â«®–‡ÀÁπ‰¥â«à“«‘∏’°“√∑’Ë‰¥âπ”‡ πÕπ’È¡’§«“¡ –¥«°¡“°°«à“
∑—Èßπ’È°Á‡π◊ËÕß®“°«à“«‘∏’°“√∑’Ë‰¥âπ”‡ πÕ°”Àπ¥À“®ÿ¥∑’Ë‰√â
§«“¡µàÕ‡π◊ËÕß‚¥¬Õ“»—¬‡æ’¬ß·ºπ¿“æ‰Õ‚´§≈‘π‘°·≈–
·ºπ¿“æ§«“¡‡¢â¡· ß·ª√‡ª≈’Ë¬π‡∑à“π—Èπ „π¢≥–∑’Ë«‘∏’
«‘‡§√“–Àå§«“¡‡§âπ„π™à«ß¬◊¥À¬ÿàπ¥â«¬· ß‡™‘ß¥‘®‘∑—≈ [13] π—Èπ
µâÕßÕ“»—¬·ºπ¿“æ«‘∂’§«“¡‡§âπ (Stress trajectories) ́ ÷Ëß
«‘∏’°“√°”Àπ¥À“·ºπ¿“æ«‘∂’§«“¡‡§âππ’È¡’§«“¡¬“°¬‘Ëß
°«à“°“√°”Àπ¥À“·ºπ¿“æ‰Õ‚´§≈‘π‘° ¥—ßπ—ÈπÀ“°π”«‘∏’
°“√∑’Ë‰¥âπ”‡ πÕπ’È‰ªºπ«°°—∫«‘∏’°“√„π‡Õ° “√Õâ“ßÕ‘ß
À¡“¬‡≈¢ [12] °Á®–∑”„Àâ‡æ‘Ë¡¢’¥§«“¡ “¡“√∂„π°“√
°”Àπ¥À“®ÿ¥∑’Ë‰√â§«“¡µàÕ‡π◊ËÕß‰¥â„π·ßà¢Õß™à«ß‡«≈“„π
°“√°”Àπ¥À“·≈–§à“µ”·Àπàß∑’Ë∂Ÿ°µâÕß
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