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บทคัดยอ 
บทความนี้กลาวถึงการศึกษาอิทธิพลของตัวแปรไอโซคลินิกตอการ
หาตัวแปรไอโซโครมาติก ซ่ึงมีความสําคัญอยางมากในการศึกษา
ทางดานการวิเคราะหความเคน การศึกษาครั้งน้ีใชร้ิวสนามความ
เคนที่ไดจากการจําลองของตัวแบบแผนจานกลมรับแรงเขมกดใน
แนวเสนผานศูนยกลาง ผลการประยุกตใชแผนภาพไอโซคลินิกใน
ยานตางกันกลาวคือยานซอนรูปและยานเต็มรูปพบวา การใช
แผนภาพไอโซคลินิกในยานซอนรูปทําใหแผนภาพไอโซโครมาติก
เกิดการพลิกกลับของเคร่ืองหมายในขณะที่การใชแผนภาพไอโซ
คลินิกเต็มรูปไมเกิดการพลิกกลับของเครื่องหมาย 
คําหลัก โฟโตอลิาสติกซิตีเชิงเลข, สนามทิศทาง, สนามความเคน, 
แสงโพลาไรซวงกลม 

 
Abstract 
This paper describes the study of the influence of the isoclinic 
parameter on the determination of isochromatic parameter which is 
very important in the stress analysis. In this study, simulated stress 
fringes of a circular disk under diametral compression are used. 
The application of the different maps of isoclinics, i.e., wrapped 
and unwrapped maps reveal that use of wrapped map of isoclinics 
causes the sign reversal of isochromatic parameter whereas use of 
unwrapped map of isoclinics shows no such reversal of sign. 

Keywords: Digital photoelasticity, Directional field, Stress 
field, Circularly polarized light 

1. บทนํา 
       การวิเคราะหความเคน (Stress Analysis) สามารถกระทําได
โดยอาศัยวิธีเชิงวิเคราะห, วิธีเชิงทดลอง และ วิธีเชิงตัวเลข สําหรับ
วิธีการเชิงทดลองนั้นโฟโตอิลาสติกซิตีเชิงเลขเปนวิธีที่นิยมใชกัน
มาก [1] ในการศึกษาทางดานโฟโตอิลาสติกซิตีเชิงเลขจะมีตัวแปร
สนาม (Field Parameter) ที่ใชอธิบายลักษณะของความเคนอยูสอง
ตัวแปร กลาวคือ ตัวแปรไอโซคลินิก (Isoclinic Parameter, ) 
และ ตัวแปรไอโซโครมาติก (Isochromatic Parameter, ) ตัวแปร
ไอโซคลินิกมีความสัมพันธทิศทางความเคนหลักในขณะที่ตัวแปร
ไอโซโครมาติกมีความสัมพันธโดยตรงกับคาความแตกตางของ
ความเคนหลัก  

 ตัวแปรไอโซคลินิกสามารถคํานวณหาไดโดยอาศัยสมการ

ทิศทางความเคนหลัก 
 

                        (1) 

 
โดยที่  คือตัวแปรไอโซคลินิกซ่ึงแสดงคาทิศทางความเคนหลัก, 

,  และ  คือองคประกอบความเคนในระบบพิกัดฉาก 

ตัวอักษรหอย p มีความหมายวาหากใชฟงกชั่นแทนเจนตผกผันใน
การหาคาทิศทาง  แลวจะพิจารณาเฉพาะคาหลัก (Principal 
values) ของฟงกชั่นซ่ึงอยูในชวง  ถึง  เทานั้น  

ตัวแปรไอโซโครมาติกคลินิก  ซ่ึงสัมพันธกับอันดับร้ิว 

สามารถคํานวณหาไดโดยอาศัยกฎแหงแสงและความเคน ดังน้ี [1] 

 



                 (2) 
 

หรือ 
 

                         (3) 
 

โดยที่ ,  คือความยาวคลื่นแสงของแหลงกําเนิดแสง 
และ  คือคาสัมประสิทธิ์สัมพัทธเชิงแสงและความเคนซ่ึงหาคาได
จากการปรับเทียบ (Calibration) และ  คือความหนา 

ความสัมพันธระหวางผลตางของคาความเคนหลัก  
กับองคประกอบความเคนในระบบพิกัดฉาก สามารถแสดงได
ดังน้ีคือ 

 

              (4) 

 
การหาตัวแปรทั้งสองโดยวิธีโฟโตอิลาสติกซิตีเชิงเลขน้ันจะ

อาศัยขอมูลในรูปของภาพเชิงเลขโดยที่คาของจุดภาพหน่ึงๆจะ
แปรเปลี่ยนไปตามภาวะความเคนที่เกิดข้ึนในตัวแบบ (Model) ที่
กําลังศึกษา ดวยเหตุน้ีสมการตางๆที่ใชคํานวณหาตัวแปรทั้งสอง
จึงอยูในรูปของความเขมแสง 

การบันทึกภาพเชิงเลขจําเปนตองบันทึกภาพผานอุปกรณเชิง
แสงที่เรียกวา โพลาริสโคป (Polariscope) ซ่ึงโดยทั่วไปแลวแบง
ออกได 3 ชนิดคือ 

 

•  โพลาริสโคปแบบแสงโพลาไรซระนาบ 
•  โพลาริสโคปแบบแสงโพลาไรซวงกลม และ 
•  โพลาริสโคปผสมแบบแสงโพลาไรซวงกลม 

สําหรับแบบแรกนั้นสมการที่ใชในการหาตัวแปรไอโซคลินิก
และตัวแปรไอโซโครมาติกจะอยูในรูปของฟงกชั่นแทนเจนตผกผัน
และฟงกชั่นโคไซนผกผัน ตามลําดับ ซ่ึงกรณีหลังจะกระทําการคืน
รูป (Phase unwrapping) ตัวแปรไดยากมากทั้งน้ีเน่ืองจากวา 
ฟงกชั่นโคไซนผกผันเปนฟงกชั่นคู  

สําหรับแบบที่สองสมการที่ใชในการหาตัวแปรทั้งสองจะอยูใน
รูปของฟงกชั่นแทนเจนตผกผัน สวนแบบที่สามสมการก็จะอยูในรูป
ของฟงกชั่นแทนเจนตผกผันเชนเดียวกันแตจํานวนภาพเชิงเลขที่
ใชอาจมีจํานวนมากกวาแบบที่สอง 

แมวาการใชฟงกชั่นแทนเจนตผกผันจะมีความสะดวกมากกวา
การใชฟงกชั่นโคไซนผกผัน แตโพลาริสโคปแบบที่สองและสามตอง
ใชอุปกรณทางแสงมากกวาแบบแรกซ่ึงลักษณะเชนน้ีจะทําใหเกิด
ความผิดพลาดไดมากกวา 

อยางไรก็ตาม หากพิจารณาในเรื่องของการคืนรูปตัวแปรทั้ง
สองแลว จะเห็นไดวาการใชฟงกชั่นแทนเจนตผกผันน้ันจะมีความ
เหมาะสมมากกวา ดวยเหตุน้ีผูวิจัยจึงมีความสนใจที่จะทําการหา
ตัวแปรทั้งสองโดยวิธีการที่มีรากฐานอยูบนการใชโพลาริสโคปแบบ
แสงโพลาไรซวงกลม อยางไรก็ตามบทความฉบับน้ีมีขอบเขตเพียง

ศึกษาถึงอิทธิพลระหวางตัวแปรทั้งสองและทําการศึกษากับร้ิว
สนามความเคนที่ไดจากการจําลองของตัวแบบแผนจานกลมรับแรง
เขมกดในแนวเสนผานศูนยกลาง (A Circular disk under 
diametral compression) เทานั้น และนอกจากนี้เพื่อเปนการแสดง
ใหเห็นถึงการมีปฏิสัมพันธกันระหวางตัวแปรทั้งสอง จึงไดมีการ
ผสมผสานผลลัพธที่ไดจากการใชโพลาริสโคปแบบแรกเขากับแบบ
ที่สองดวย 
 

2. การหาตัวแปรโฟโตอิลาสติก 
2.1 สมการความเขมแสงจากอุปกรณเบี่ยงเบนแสงเชิงวงกลม 

ความเขมแสง  ที่ออกมาจากโพลาริสโคปแบบแสงโพลาไรซ
วงกลม (รูปที่ 1) สามารถเขียนเปนความสัมพันธทางคณิตศาสตร
ไดดังน้ี [1] 

 

  (5) 

 
โดยที่  คือความเขมแสงฉากหลัง,  คือความเขมแสงที่ออกมา
จากแผนโพลาไรซ, มุม ,  และ  คือมุมแกนแสงของแผน
วิเคราะห, มุมแกนแสงของแผนเส้ียวคลื่นลําดับที่สอง (Quarter-
wave Plate II) และมุมแสดงทิศทางของความเคนหลัก  ที่ตัว
แบบตามลําดับเทียบกับแกนอางอิงและ  คือคาอันดับร้ิวที่
สัมพันธกับตัวแปรไอโซโครมาติก 

สําหรับการจําลองแบบริ้วสนามความเคนจะใชหลักการ
เดียวกันกับงานที่ผูวิจัยไดนําเสนอไปแลว [2] อยางไรก็ตามสมการ
องคประกอบความเคนระนาบในระบบพิกัดฉากนั้นสามารถสืบคน
ไดจากหนังสือของ Frocht [3] 

 

 
 
รูปที่ 1 โพลาริสโคปแบบแสงโพลาไรซวงกลมซึ่งประกอบไปดวย
แผนโพลาไรซ, แผนเส้ียวคลื่นลําดับที่หน่ึง, ตัวแบบ, แผนเส้ียวคลื่น
ลําดับที่สองและแผนวิเคราะห มุม ,  และ  คือมุมแกนแสงของ
แผนวิ เคราะห , มุมแกนแสงของแผนเ ส้ียวคลื่นลําดับที่สอง 
(Quarter-wave Plate II) และมุมแสดงทิศทางของความเคนหลัก 

 ที่ตัวแบบแผนวงกลมตามลําดับเทียบกับแกนอางอิง สัญลักษณ 
S และ F คือแกนแสงหนวงชาและเร็วของแผนเส้ียวคลื่นตามลําดับ
โดยที่  

 



2.2 สมการสําหรับตัวแปรไอโซคลินิก 
เม่ือทําการประยุกตใชหลักการเลื่อนเฟสกับสมการที่ (5) โดย

ทําการเปลี่ยนคามุม  และ  ไปหลายๆคาโดยใหทั้งสองคามี
ความสัมพันธกันก็จะไดสมการความเขมแสงหลายๆสมการ ตาราง
ที่ 1 แสดงสมการความเขมแสงที่ไดมาตามการเปลี่ยนคาเชิงมุม
ของแผนวิเคราะหและแผนเส้ียวคลื่นลําดับที่สอง  

จากสมการความเขมแสงทั้ง 6 สมการ (ตารางที่ 1) สามารถ
คํานวณหาตัวแปรไอโซคลินิกไดดังน้ี [2] 
 

   โดยที่         (6) 

 

จากการใชหลักการเลื่อนเฟสก็จะไดภาพจําลองริ้วสนาม
ความเคน รูปที่ 2 แสดงภาพริ้วสนามความเคนที่ไดตามสมการ
ความเขมแสง  ถึง  (รูปที่ 2ก ถึง 2ฉ) โดยใชแหลงกําเนิดแสง
ที่มีความยาวคลื่นเดียว (แสงสีเขียว) สําหรับการคํานวณโดยใช
สมการที่ (6) จะใชเพียงส่ีภาพเทานั้น สวนภาพริ้วสนามความเคนที่
เหลือ (  และ ) จะถูกใชในการหาตัวแปรไอโซโครมาติกหรือคา
อันดับร้ิว   
2.3 สมการสําหรับตัวแปรไอโซโครมาติก 
        โดยอาศัยความสัมพันธของสมการความเขมแสงดังแสดงใน
ตารางที่ 1 ตัวแปรไอโซโครมาติกสามารถถูกคํานวณหาไดจาก
สมการ [5] 
 

   (7) 

 

การคํานวณดวยสมการที่ (7) น้ันฟงกชั่นแทนเจนตผกผันที่ใชจะ
เปนแบบสี่จตุภาค (ATAN2) ซ่ึงจะใหคา  ในยาน  ถึง   
 อยางไรก็ตาม ในการแสดงคาของตัวแปรไอโซโครมาติกออก
มาเปนภาพจะใชการแปลงคาดังน้ี 
 

                         (8) 
 

โดยที ่  คือคาจุดภาพที่ตําแหนง  ใดๆ และ 
 

                            (9) 

 

เน่ืองจากวาคาทิศทางความเคนหลัก  ที่ไดจากสมการที่ 
(6) อาจเปนของความเคนหลัก  หรือ  ก็ไดซ่ึงข้ึนอยูกับจุดภาพ
เร่ิมตนของกระบวนการคืนรูป ดังน้ันหากใชแผนภาพไอโซคลินิก
ตางกันก็จะทําใหไดแผนภาพไอโซโครมาติกที่ตางกันดวย ดวยเหตุ
น้ีสมการที่ (7) จึงสามารถเขียนใหมไดวา 

 

 (10)  

 
โดยที ่

ตารางที่ 1 สมการความเขมแสงที่ไดจากการเปลี่ยนตําแหนงเชิงมุม
ของแผนวิเคราะหและแผนเส้ียวคลื่นลําดับที่สอง [4] 

  สมการความเขมแสง 
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รูปที่ 2 ภาพริ้วสนามความเคนของตัวแบบแผนจานกลมรับแรงเขม
กดในแนวเสนผานศูนยกลางซึ่งสอดคลองกับสมการความเขมแสง
ในตารางที่ 1 ตามลําดับ (จาก ก ถึง ฉ) โดยที่ภาพเหลานี้มีขนาด 

 จุดภาพ 
 

                           (11) 

 

ถาแผนภาพไอโซคลินิกที่ไดจากสมการที่ (6) แสดงถึงทิศทางความ
เคนหลัก  แลว ทิศทางความเคนหลัก  ก็สามารถหาไดโดย
การกลับเคร่ืองหมายของทิศทางความเคนหลัก  

เม่ือ 
เม่ือ 

เม่ือ 
เม

แสดงถึง 
แสดงถึง ื่อ 

 



3. ผลลัพธและการวิจารณ 
3.1 แผนภาพไอโซโครมาติกท่ีไดจากการคํานวณโดยใช  ใน  
      ยาน  ถึง  
 การประยุกตใชสมการที่ (6) จะทําใหไดแผนภาพไอโซคลินิก
ในยาน  ถึง  รูปที่ 3ก และ 3ข แสดงแผนภาพไอโซ
คลินิกของ  และ  ตามลําดับ โดยที่แผนภาพของ  น้ันได
จากการกลับเคร่ืองหมายของแผนภาพของ   

พิจารณารูปทั้งสองจะเห็นไดวา จะเกิดความไมตอเน่ืองใน
แผนภาพเมื่อคาของ  มีคาเทากับ  ซ่ึงบริเวณดังกลาวจะ
เกิดการเปลี่ยนแปลงอยางทันทีทันใดจากสีขาวไปเปนสีดําหรือ
ในทางตรงกันขาม นอกจากนี้ยังพบวามีจุดภาพหลายจุดภาพที่มี
คาไมตอเน่ืองกับจุดภาพขางๆ โดยที่ จุดภาพเหลานี้ เกิดจาก
อิทธิพลของตัวแปรไอโซคลินิกน่ันเอง (ดูเงื่อนไขในสมการที่ (6)) 
จุดภาพผิดพลาดเหลานี้จะเกิดข้ึนเม่ือคาของตัวแปรไอโซโครมาติก 

 มีคาเทากับหรือเขาใกลจํานวนเต็มบวก , , , ... และ
สามารถแกไขไดโดยวิธีการทางการประมวลผลภาพ (Image 
processing) เชน วิธีการลดสิ่งรบกวน (Noise removal) อยางไรก็
ตามในทางปฏิบัติแลวการใชงานจะมีขอจํากัดคอนขางมาก
เน่ืองมาจากวาจุดภาพผิดพลาดเหลานี้อาจมี จํานวนมากใน
แผนภาพที่ไดจากการทดลองซึ่งการประยุกตวิธีการเหลานี้อาจ
สงผลใหคาของจุดภาพอื่นๆที่มีความถูกตองอยูแลวผิดเพี้ยนไป 
นอกจากวิธีการดังกลาวแลวยังมีการใชวิธีการประมาณคานอกชวง 
(Extrapolation) ซ่ึงจะประมาณใหครอบคลุมแถบกวางของจุด
ผิดพลาดเหลานี้อีกดวย [4] แมวาวิธีการนี้จะใชไดแตก็ไมสามารถ
นําไปประยุกตใชกับแผนภาพที่มีความไมตอเน่ือง (Discontinuity) 
ได  สําหรับวิธีการตางๆที่ไดกลาวขางตนอยูนอกเหนือขอบเขตของ
บทความนี้ 
 รูปที่ 3ค และ 3ง แสดงแผนภาพไอโซโครมาติกในยาน  ถึง 

  หรือในยาน  ถึง  หากพิจารณาคาอันดับร้ิว  (สมการที่ 
(2)) โดยคํานวณหาไดจากการใชสมการที่ (6) กับรูปที่ 3ก และ 3ข 
ตามลําดับ จากรูปจะเห็นไดวา ตรงบริเวณที่เกิดความไมตอเน่ือง
ของคาทิศทางความเคนหลัก  จะเกิดการพลิกกลับของ
เครื่องหมายของตัวแปรไอโซโครมาติก  ทันที ซ่ึงผลอันน้ีจะเปน
ปญหาอยางมากตอการคืนรูปตัวแปรไอโซโครมาติก นอกจากนี้
บริเวณที่จุดภาพมีคานอยที่สุดในรูป 3ค ก็จะเปลี่ยนไปเปนมีคา
มากที่สุดในรูปที่ 3ข สําหรับปญหาการพลิกกลับของเครื่องหมาย
ในแผนภาพไอโซโครมาติกน้ันมีนักวิจัยหลายทานไดพยายาม
แกปญหานี้ดวยวิธีการแกไขคาจุดเฟสพลิกกลับเหลาน้ีโดยตรง [6] 
แตวิธีการดังกลาวไมเปนที่นิยมใชทั้งน้ีเน่ืองมาจากวามิใชเปน
วิธีการอิสระที่สามารถทํางานไดดวยตนเอง แตผูใชงานจะตองมี
ความรูความเขาใจเกี่ยวกับแผนภาพไอโซโครมาติกและการ
กําหนดเลขอันดับร้ิว  เปนอยางดี 

3.2 แผนภาพไอโซโครมาติกท่ีไดจากการคํานวณโดยใช  ใน  

      ยาน  ถึง  

          รูปที่ 4ก และ 4ข แสดงแผนภาพไอโซคลินิก  ในยาน 

 ถึง  ของความเคนหลัก  และ  ตามลําดับ โดยที ่

   
 

   
 

รูปที่ 3 แผนภาพเฟสซอนรูปไอโซคลินิกและไอโซโครมาติก (ก) ไอ
โซคลินิก   ในยาน   ถึง  (ข) ไอโซคลินิก  ในยาน 

 ถึง  (ค) ไอโซโครมาติกในยาน  ถึง  ซ่ึงหาโดย
ใชรูป (ก) และ (ง) ไอโซโครมาติกในยาน  ถึง  ซ่ึงหาโดยใช
รูป (ข) 
 

   
 

   
 

รูปที่ 4 แผนภาพเฟสเต็มรูปของไอโซคลินิกและไอโซโครมาติก (ก) 
ไอโซคลินิก   ในยาน  ถึง  (ข) ไอโซคลินิก  ใน
ยาน  ถึง  (ค) ไอโซโครมาติกในยาน  ถึง  ซ่ึง
หาโดยใชรูป (ก) และ (ง) ไอโซโครมาติกในยาน  ถึง  ซ่ึงหา
โดยใชรูป (ข) 
 
รูปทั้งสองนี้หามาจากวิธีการเลื่อนเฟสสี่ข้ันและวิธีการคืนรูปที่ไดมี
การนําเสนอไปแลว [7] ซ่ึงหากเปรียบเทียบกับรูปที่ 3ก และ 3ข 
แลวก็จะเห็นไดวาบริเวณที่มีความไมตอเน่ืองไดหายไป พึงสังเกต
วาสัญลักษณ  ที่แสดงถึงคาทิศทางความเคนหลักน้ันจะไมมีตัว

หอย p ทั้งน้ีเน่ืองจากวาแผนภาพไอโซคลินิกในรูปที่ 4ก และ 4ข 

ข ก 

ง ค 

ข ก 

ง ค 

 



เปนคาในยานจริงที่ไดจากการคืนรูปแลว 
จากการประยุกตใชสมการที่ (6) พรอมดวยรูปที่ 4ก และ 4ข 

ก็จะไดแผนภาพไอโซโครมาติกในยาน  ถึง  โดยที่รูปที่ 4ค 
จะไดจากรูปที่ 4ก และรูปที่ 4ง จะไดจากรูปที่ 4ข หากพิจารณารูป
ที่ 4ค และ 4ง เปรียบเทียบกับรูปที่ 3ค และ 3ง แลวจะพบวา
บริเวณที่เกิดการพลิกกลับของเครื่องหมายของ  น้ันไดหายไป
ทั้งน้ีก็เน่ืองมาจากวาคาของตัวแปรไอโซคลินิกที่ใชอยูในยานจริง
น่ันเอง ซ่ึงการไดมาของรูปที่ 4ค และ/หรือ 4ง จะทําใหการคืนรูป
ตัวแปรไอโซโครมาติกมีความสะดวกและงายยิ่งข้ึน 
 

4. สรุปผล 
       บทความนี้ไดแสดงใหเห็นถึงอิทธิพลของสนามทิศทางความ
เคนหลักที่มีตอสนามความเคน จากผลลัพธที่ไดชี้ใหเห็นวาการ
พลิกกลับของเคร่ืองหมายของตัวแปรไอโซโครมาติกจะเกิดข้ึนเม่ือ
ใชคาตัวแปรไอโซคลินิกในยานคาซอนรูป (ยานที่เล็กกวา  
ถึง ) อยางไรก็ตามหากใชไอโซคลินิกในยานเต็มรูปแลวก็จะ
ไดแผนภาพไอโซโครมาติกที่มีความตอเน่ืองตลอดทั่วทั้งสนามซึ่ง
จะงายและสะดวกมากกวาการใชวิธีการในเอกสารอางอิงหมายเลข 
[6] นอกจากนี้ผลการใชแผนภาพในยานเต็มรูปจากวิธีการที่ได
เสนอไปแลวน้ัน [7] เปนตัวช้ีใหเห็นวาวิธีการดังกลาวสามารถนํามา
ผสมผสานกับวิธีการอื่นๆไดอยางลงตัว 

สําหรับงานในอนาคตนั้นจะเปนการปรับปรุงวิธีการที่ได
กลาวในบทความนี้ใหครอบคลุมกับปญหาที่มีความไมตอเน่ืองใน
แผนภาพไอโซคลินิกซ่ึงปญหาน้ีพบไดทั่วไปในทางปฏิบัติ ทั้งน้ี
วิธีการซ่ึงใหไดมาของแผนภาพทิศทางความเคนหลัก  น้ันจะ
ไดมาจากการกลับเคร่ืองหมายของทิศทางความเคนหลัก   
อยางไรก็ตามหากแผนภาพไอโซคลินิกมีความไมตอเน่ืองดวยแลว
วิธีการดังกลาวจะไมสามารถใชได ซ่ึงรายละเอียดจะไดนําเสนอให
ทราบตอไป 
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