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บทคัดยอ 
บทความนี้กลาวถึงการศึกษาอิทธิพลของตัวแปรไอโซคลินิกตอการ
หาตัวแปรไอโซโครมาติก ซ่ึงมีความสําคัญอยางมากในการศึกษา
ทางดานการวิเคราะหความเคน การศึกษาครั้งน้ีใชร้ิวสนามความ
เคนที่ไดจากการจําลองของตัวแบบแผนจานกลมรับแรงเขมกดใน
แนวเสนผานศูนยกลาง ผลการประยุกตใชแผนภาพไอโซคลินิกใน
ยานตางกันกลาวคือยานซอนรูปและยานเต็มรูปพบวา การใช
แผนภาพไอโซคลินิกในยานซอนรูปทําใหแผนภาพไอโซโครมาติก
เกิดการพลิกกลับของเคร่ืองหมายในขณะที่การใชแผนภาพไอโซ
คลินิกเต็มรูปไมเกิดการพลิกกลับของเครื่องหมาย 
คําหลัก โฟโตอลิาสติกซิตีเชิงเลข, สนามทิศทาง, สนามความเคน, 
แสงโพลาไรซวงกลม 

 
Abstract 
This paper describes the study of the influence of the isoclinic 
parameter on the determination of isochromatic parameter which is 
very important in the stress analysis. In this study, simulated stress 
fringes of a circular disk under diametral compression are used. 
The application of the different maps of isoclinics, i.e., wrapped 
and unwrapped maps reveal that use of wrapped map of isoclinics 
causes the sign reversal of isochromatic parameter whereas use of 
unwrapped map of isoclinics shows no such reversal of sign. 

Keywords: Digital photoelasticity, Directional field, Stress 
field, Circularly polarized light 

1. บทนํา 
       การวิเคราะหความเคน (Stress Analysis) สามารถกระทําได
โดยอาศัยวิธีเชิงวิเคราะห, วิธีเชิงทดลอง และ วิธีเชิงตัวเลข สําหรับ
วิธีการเชิงทดลองนั้นโฟโตอิลาสติกซิตีเชิงเลขเปนวิธีที่นิยมใชกัน
มาก [1] ในการศึกษาทางดานโฟโตอิลาสติกซิตีเชิงเลขจะมีตัวแปร
สนาม (Field Parameter) ที่ใชอธิบายลักษณะของความเคนอยูสอง
ตัวแปร กลาวคือ ตัวแปรไอโซคลินิก (Isoclinic Parameter, ) 
และ ตัวแปรไอโซโครมาติก (Isochromatic Parameter, ) ตัวแปร
ไอโซคลินิกมีความสัมพันธทิศทางความเคนหลักในขณะที่ตัวแปร
ไอโซโครมาติกมีความสัมพันธโดยตรงกับคาความแตกตางของ
ความเคนหลัก  

 ตัวแปรไอโซคลินิกสามารถคํานวณหาไดโดยอาศัยสมการ

ทิศทางความเคนหลัก 
 

                        (1) 

 
โดยที่  คือตัวแปรไอโซคลินิกซ่ึงแสดงคาทิศทางความเคนหลัก, 

,  และ  คือองคประกอบความเคนในระบบพิกัดฉาก 

ตัวอักษรหอย p มีความหมายวาหากใชฟงกชั่นแทนเจนตผกผันใน
การหาคาทิศทาง  แลวจะพิจารณาเฉพาะคาหลัก (Principal 
values) ของฟงกชั่นซ่ึงอยูในชวง  ถึง  เทานั้น  

ตัวแปรไอโซโครมาติกคลินิก  ซ่ึงสัมพันธกับอันดับร้ิว 

สามารถคํานวณหาไดโดยอาศัยกฎแหงแสงและความเคน ดังน้ี [1] 

 



                 (2) 
 

หรือ 
 

                         (3) 
 

โดยที่ ,  คือความยาวคลื่นแสงของแหลงกําเนิดแสง 
และ  คือคาสัมประสิทธิ์สัมพัทธเชิงแสงและความเคนซ่ึงหาคาได
จากการปรับเทียบ (Calibration) และ  คือความหนา 

ความสัมพันธระหวางผลตางของคาความเคนหลัก  
กับองคประกอบความเคนในระบบพิกัดฉาก สามารถแสดงได
ดังน้ีคือ 

 

              (4) 

 
การหาตัวแปรทั้งสองโดยวิธีโฟโตอิลาสติกซิตีเชิงเลขน้ันจะ

อาศัยขอมูลในรูปของภาพเชิงเลขโดยที่คาของจุดภาพหน่ึงๆจะ
แปรเปลี่ยนไปตามภาวะความเคนที่เกิดข้ึนในตัวแบบ (Model) ที่
กําลังศึกษา ดวยเหตุน้ีสมการตางๆที่ใชคํานวณหาตัวแปรทั้งสอง
จึงอยูในรูปของความเขมแสง 

การบันทึกภาพเชิงเลขจําเปนตองบันทึกภาพผานอุปกรณเชิง
แสงที่เรียกวา โพลาริสโคป (Polariscope) ซ่ึงโดยทั่วไปแลวแบง
ออกได 3 ชนิดคือ 

 

•  โพลาริสโคปแบบแสงโพลาไรซระนาบ 
•  โพลาริสโคปแบบแสงโพลาไรซวงกลม และ 
•  โพลาริสโคปผสมแบบแสงโพลาไรซวงกลม 

สําหรับแบบแรกนั้นสมการที่ใชในการหาตัวแปรไอโซคลินิก
และตัวแปรไอโซโครมาติกจะอยูในรูปของฟงกชั่นแทนเจนตผกผัน
และฟงกชั่นโคไซนผกผัน ตามลําดับ ซ่ึงกรณีหลังจะกระทําการคืน
รูป (Phase unwrapping) ตัวแปรไดยากมากทั้งน้ีเน่ืองจากวา 
ฟงกชั่นโคไซนผกผันเปนฟงกชั่นคู  

สําหรับแบบที่สองสมการที่ใชในการหาตัวแปรทั้งสองจะอยูใน
รูปของฟงกชั่นแทนเจนตผกผัน สวนแบบที่สามสมการก็จะอยูในรูป
ของฟงกชั่นแทนเจนตผกผันเชนเดียวกันแตจํานวนภาพเชิงเลขที่
ใชอาจมีจํานวนมากกวาแบบที่สอง 

แมวาการใชฟงกชั่นแทนเจนตผกผันจะมีความสะดวกมากกวา
การใชฟงกชั่นโคไซนผกผัน แตโพลาริสโคปแบบที่สองและสามตอง
ใชอุปกรณทางแสงมากกวาแบบแรกซ่ึงลักษณะเชนน้ีจะทําใหเกิด
ความผิดพลาดไดมากกวา 

อยางไรก็ตาม หากพิจารณาในเรื่องของการคืนรูปตัวแปรทั้ง
สองแลว จะเห็นไดวาการใชฟงกชั่นแทนเจนตผกผันน้ันจะมีความ
เหมาะสมมากกวา ดวยเหตุน้ีผูวิจัยจึงมีความสนใจที่จะทําการหา
ตัวแปรทั้งสองโดยวิธีการที่มีรากฐานอยูบนการใชโพลาริสโคปแบบ
แสงโพลาไรซวงกลม อยางไรก็ตามบทความฉบับน้ีมีขอบเขตเพียง

ศึกษาถึงอิทธิพลระหวางตัวแปรทั้งสองและทําการศึกษากับร้ิว
สนามความเคนที่ไดจากการจําลองของตัวแบบแผนจานกลมรับแรง
เขมกดในแนวเสนผานศูนยกลาง (A Circular disk under 
diametral compression) เทานั้น และนอกจากนี้เพื่อเปนการแสดง
ใหเห็นถึงการมีปฏิสัมพันธกันระหวางตัวแปรทั้งสอง จึงไดมีการ
ผสมผสานผลลัพธที่ไดจากการใชโพลาริสโคปแบบแรกเขากับแบบ
ที่สองดวย 
 

2. การหาตัวแปรโฟโตอิลาสติก 
2.1 สมการความเขมแสงจากอุปกรณเบี่ยงเบนแสงเชิงวงกลม 

ความเขมแสง  ที่ออกมาจากโพลาริสโคปแบบแสงโพลาไรซ
วงกลม (รูปที่ 1) สามารถเขียนเปนความสัมพันธทางคณิตศาสตร
ไดดังน้ี [1] 

 

  (5) 

 
โดยที่  คือความเขมแสงฉากหลัง,  คือความเขมแสงที่ออกมา
จากแผนโพลาไรซ, มุม ,  และ  คือมุมแกนแสงของแผน
วิเคราะห, มุมแกนแสงของแผนเส้ียวคลื่นลําดับที่สอง (Quarter-
wave Plate II) และมุมแสดงทิศทางของความเคนหลัก  ที่ตัว
แบบตามลําดับเทียบกับแกนอางอิงและ  คือคาอันดับร้ิวที่
สัมพันธกับตัวแปรไอโซโครมาติก 

สําหรับการจําลองแบบริ้วสนามความเคนจะใชหลักการ
เดียวกันกับงานที่ผูวิจัยไดนําเสนอไปแลว [2] อยางไรก็ตามสมการ
องคประกอบความเคนระนาบในระบบพิกัดฉากนั้นสามารถสืบคน
ไดจากหนังสือของ Frocht [3] 

 

 
 
รูปที่ 1 โพลาริสโคปแบบแสงโพลาไรซวงกลมซึ่งประกอบไปดวย
แผนโพลาไรซ, แผนเส้ียวคลื่นลําดับที่หน่ึง, ตัวแบบ, แผนเส้ียวคลื่น
ลําดับที่สองและแผนวิเคราะห มุม ,  และ  คือมุมแกนแสงของ
แผนวิ เคราะห , มุมแกนแสงของแผนเ ส้ียวคลื่นลําดับที่สอง 
(Quarter-wave Plate II) และมุมแสดงทิศทางของความเคนหลัก 

 ที่ตัวแบบแผนวงกลมตามลําดับเทียบกับแกนอางอิง สัญลักษณ 
S และ F คือแกนแสงหนวงชาและเร็วของแผนเส้ียวคลื่นตามลําดับ
โดยที่  

 



2.2 สมการสําหรับตัวแปรไอโซคลินิก 
เม่ือทําการประยุกตใชหลักการเลื่อนเฟสกับสมการที่ (5) โดย

ทําการเปลี่ยนคามุม  และ  ไปหลายๆคาโดยใหทั้งสองคามี
ความสัมพันธกันก็จะไดสมการความเขมแสงหลายๆสมการ ตาราง
ที่ 1 แสดงสมการความเขมแสงที่ไดมาตามการเปลี่ยนคาเชิงมุม
ของแผนวิเคราะหและแผนเส้ียวคลื่นลําดับที่สอง  

จากสมการความเขมแสงทั้ง 6 สมการ (ตารางที่ 1) สามารถ
คํานวณหาตัวแปรไอโซคลินิกไดดังน้ี [2] 
 

   โดยที่         (6) 

 

จากการใชหลักการเลื่อนเฟสก็จะไดภาพจําลองริ้วสนาม
ความเคน รูปที่ 2 แสดงภาพริ้วสนามความเคนที่ไดตามสมการ
ความเขมแสง  ถึง  (รูปที่ 2ก ถึง 2ฉ) โดยใชแหลงกําเนิดแสง
ที่มีความยาวคลื่นเดียว (แสงสีเขียว) สําหรับการคํานวณโดยใช
สมการที่ (6) จะใชเพียงส่ีภาพเทานั้น สวนภาพริ้วสนามความเคนที่
เหลือ (  และ ) จะถูกใชในการหาตัวแปรไอโซโครมาติกหรือคา
อันดับร้ิว   
2.3 สมการสําหรับตัวแปรไอโซโครมาติก 
        โดยอาศัยความสัมพันธของสมการความเขมแสงดังแสดงใน
ตารางที่ 1 ตัวแปรไอโซโครมาติกสามารถถูกคํานวณหาไดจาก
สมการ [5] 
 

   (7) 

 

การคํานวณดวยสมการที่ (7) น้ันฟงกชั่นแทนเจนตผกผันที่ใชจะ
เปนแบบสี่จตุภาค (ATAN2) ซ่ึงจะใหคา  ในยาน  ถึง   
 อยางไรก็ตาม ในการแสดงคาของตัวแปรไอโซโครมาติกออก
มาเปนภาพจะใชการแปลงคาดังน้ี 
 

                         (8) 
 

โดยที ่  คือคาจุดภาพที่ตําแหนง  ใดๆ และ 
 

                            (9) 

 

เน่ืองจากวาคาทิศทางความเคนหลัก  ที่ไดจากสมการที่ 
(6) อาจเปนของความเคนหลัก  หรือ  ก็ไดซ่ึงข้ึนอยูกับจุดภาพ
เร่ิมตนของกระบวนการคืนรูป ดังน้ันหากใชแผนภาพไอโซคลินิก
ตางกันก็จะทําใหไดแผนภาพไอโซโครมาติกที่ตางกันดวย ดวยเหตุ
น้ีสมการที่ (7) จึงสามารถเขียนใหมไดวา 

 

 (10)  

 
โดยที ่

ตารางที่ 1 สมการความเขมแสงที่ไดจากการเปลี่ยนตําแหนงเชิงมุม
ของแผนวิเคราะหและแผนเส้ียวคลื่นลําดับที่สอง [4] 

  สมการความเขมแสง 
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ง ค 

 

    

ฉ จ 

 

รูปที่ 2 ภาพริ้วสนามความเคนของตัวแบบแผนจานกลมรับแรงเขม
กดในแนวเสนผานศูนยกลางซึ่งสอดคลองกับสมการความเขมแสง
ในตารางที่ 1 ตามลําดับ (จาก ก ถึง ฉ) โดยที่ภาพเหลานี้มีขนาด 

 จุดภาพ 
 

                           (11) 

 

ถาแผนภาพไอโซคลินิกที่ไดจากสมการที่ (6) แสดงถึงทิศทางความ
เคนหลัก  แลว ทิศทางความเคนหลัก  ก็สามารถหาไดโดย
การกลับเคร่ืองหมายของทิศทางความเคนหลัก  

เม่ือ 
เม่ือ 

เม่ือ 
เม

แสดงถึง 
แสดงถึง ื่อ 

 



3. ผลลัพธและการวิจารณ 
3.1 แผนภาพไอโซโครมาติกท่ีไดจากการคํานวณโดยใช  ใน  
      ยาน  ถึง  
 การประยุกตใชสมการที่ (6) จะทําใหไดแผนภาพไอโซคลินิก
ในยาน  ถึง  รูปที่ 3ก และ 3ข แสดงแผนภาพไอโซ
คลินิกของ  และ  ตามลําดับ โดยที่แผนภาพของ  น้ันได
จากการกลับเคร่ืองหมายของแผนภาพของ   

พิจารณารูปทั้งสองจะเห็นไดวา จะเกิดความไมตอเน่ืองใน
แผนภาพเมื่อคาของ  มีคาเทากับ  ซ่ึงบริเวณดังกลาวจะ
เกิดการเปลี่ยนแปลงอยางทันทีทันใดจากสีขาวไปเปนสีดําหรือ
ในทางตรงกันขาม นอกจากนี้ยังพบวามีจุดภาพหลายจุดภาพที่มี
คาไมตอเน่ืองกับจุดภาพขางๆ โดยที่ จุดภาพเหลานี้ เกิดจาก
อิทธิพลของตัวแปรไอโซคลินิกน่ันเอง (ดูเงื่อนไขในสมการที่ (6)) 
จุดภาพผิดพลาดเหลานี้จะเกิดข้ึนเม่ือคาของตัวแปรไอโซโครมาติก 

 มีคาเทากับหรือเขาใกลจํานวนเต็มบวก , , , ... และ
สามารถแกไขไดโดยวิธีการทางการประมวลผลภาพ (Image 
processing) เชน วิธีการลดสิ่งรบกวน (Noise removal) อยางไรก็
ตามในทางปฏิบัติแลวการใชงานจะมีขอจํากัดคอนขางมาก
เน่ืองมาจากวาจุดภาพผิดพลาดเหลานี้อาจมี จํานวนมากใน
แผนภาพที่ไดจากการทดลองซึ่งการประยุกตวิธีการเหลานี้อาจ
สงผลใหคาของจุดภาพอื่นๆที่มีความถูกตองอยูแลวผิดเพี้ยนไป 
นอกจากวิธีการดังกลาวแลวยังมีการใชวิธีการประมาณคานอกชวง 
(Extrapolation) ซ่ึงจะประมาณใหครอบคลุมแถบกวางของจุด
ผิดพลาดเหลานี้อีกดวย [4] แมวาวิธีการนี้จะใชไดแตก็ไมสามารถ
นําไปประยุกตใชกับแผนภาพที่มีความไมตอเน่ือง (Discontinuity) 
ได  สําหรับวิธีการตางๆที่ไดกลาวขางตนอยูนอกเหนือขอบเขตของ
บทความนี้ 
 รูปที่ 3ค และ 3ง แสดงแผนภาพไอโซโครมาติกในยาน  ถึง 

  หรือในยาน  ถึง  หากพิจารณาคาอันดับร้ิว  (สมการที่ 
(2)) โดยคํานวณหาไดจากการใชสมการที่ (6) กับรูปที่ 3ก และ 3ข 
ตามลําดับ จากรูปจะเห็นไดวา ตรงบริเวณที่เกิดความไมตอเน่ือง
ของคาทิศทางความเคนหลัก  จะเกิดการพลิกกลับของ
เครื่องหมายของตัวแปรไอโซโครมาติก  ทันที ซ่ึงผลอันน้ีจะเปน
ปญหาอยางมากตอการคืนรูปตัวแปรไอโซโครมาติก นอกจากนี้
บริเวณที่จุดภาพมีคานอยที่สุดในรูป 3ค ก็จะเปลี่ยนไปเปนมีคา
มากที่สุดในรูปที่ 3ข สําหรับปญหาการพลิกกลับของเครื่องหมาย
ในแผนภาพไอโซโครมาติกน้ันมีนักวิจัยหลายทานไดพยายาม
แกปญหานี้ดวยวิธีการแกไขคาจุดเฟสพลิกกลับเหลาน้ีโดยตรง [6] 
แตวิธีการดังกลาวไมเปนที่นิยมใชทั้งน้ีเน่ืองมาจากวามิใชเปน
วิธีการอิสระที่สามารถทํางานไดดวยตนเอง แตผูใชงานจะตองมี
ความรูความเขาใจเกี่ยวกับแผนภาพไอโซโครมาติกและการ
กําหนดเลขอันดับร้ิว  เปนอยางดี 

3.2 แผนภาพไอโซโครมาติกท่ีไดจากการคํานวณโดยใช  ใน  

      ยาน  ถึง  

          รูปที่ 4ก และ 4ข แสดงแผนภาพไอโซคลินิก  ในยาน 

 ถึง  ของความเคนหลัก  และ  ตามลําดับ โดยที ่

   
 

   
 

รูปที่ 3 แผนภาพเฟสซอนรูปไอโซคลินิกและไอโซโครมาติก (ก) ไอ
โซคลินิก   ในยาน   ถึง  (ข) ไอโซคลินิก  ในยาน 

 ถึง  (ค) ไอโซโครมาติกในยาน  ถึง  ซ่ึงหาโดย
ใชรูป (ก) และ (ง) ไอโซโครมาติกในยาน  ถึง  ซ่ึงหาโดยใช
รูป (ข) 
 

   
 

   
 

รูปที่ 4 แผนภาพเฟสเต็มรูปของไอโซคลินิกและไอโซโครมาติก (ก) 
ไอโซคลินิก   ในยาน  ถึง  (ข) ไอโซคลินิก  ใน
ยาน  ถึง  (ค) ไอโซโครมาติกในยาน  ถึง  ซ่ึง
หาโดยใชรูป (ก) และ (ง) ไอโซโครมาติกในยาน  ถึง  ซ่ึงหา
โดยใชรูป (ข) 
 
รูปทั้งสองนี้หามาจากวิธีการเลื่อนเฟสสี่ข้ันและวิธีการคืนรูปที่ไดมี
การนําเสนอไปแลว [7] ซ่ึงหากเปรียบเทียบกับรูปที่ 3ก และ 3ข 
แลวก็จะเห็นไดวาบริเวณที่มีความไมตอเน่ืองไดหายไป พึงสังเกต
วาสัญลักษณ  ที่แสดงถึงคาทิศทางความเคนหลักน้ันจะไมมีตัว

หอย p ทั้งน้ีเน่ืองจากวาแผนภาพไอโซคลินิกในรูปที่ 4ก และ 4ข 

ข ก 

ง ค 

ข ก 

ง ค 

 



เปนคาในยานจริงที่ไดจากการคืนรูปแลว 
จากการประยุกตใชสมการที่ (6) พรอมดวยรูปที่ 4ก และ 4ข 

ก็จะไดแผนภาพไอโซโครมาติกในยาน  ถึง  โดยที่รูปที่ 4ค 
จะไดจากรูปที่ 4ก และรูปที่ 4ง จะไดจากรูปที่ 4ข หากพิจารณารูป
ที่ 4ค และ 4ง เปรียบเทียบกับรูปที่ 3ค และ 3ง แลวจะพบวา
บริเวณที่เกิดการพลิกกลับของเครื่องหมายของ  น้ันไดหายไป
ทั้งน้ีก็เน่ืองมาจากวาคาของตัวแปรไอโซคลินิกที่ใชอยูในยานจริง
น่ันเอง ซ่ึงการไดมาของรูปที่ 4ค และ/หรือ 4ง จะทําใหการคืนรูป
ตัวแปรไอโซโครมาติกมีความสะดวกและงายยิ่งข้ึน 
 

4. สรุปผล 
       บทความนี้ไดแสดงใหเห็นถึงอิทธิพลของสนามทิศทางความ
เคนหลักที่มีตอสนามความเคน จากผลลัพธที่ไดชี้ใหเห็นวาการ
พลิกกลับของเคร่ืองหมายของตัวแปรไอโซโครมาติกจะเกิดข้ึนเม่ือ
ใชคาตัวแปรไอโซคลินิกในยานคาซอนรูป (ยานที่เล็กกวา  
ถึง ) อยางไรก็ตามหากใชไอโซคลินิกในยานเต็มรูปแลวก็จะ
ไดแผนภาพไอโซโครมาติกที่มีความตอเน่ืองตลอดทั่วทั้งสนามซึ่ง
จะงายและสะดวกมากกวาการใชวิธีการในเอกสารอางอิงหมายเลข 
[6] นอกจากนี้ผลการใชแผนภาพในยานเต็มรูปจากวิธีการที่ได
เสนอไปแลวน้ัน [7] เปนตัวช้ีใหเห็นวาวิธีการดังกลาวสามารถนํามา
ผสมผสานกับวิธีการอื่นๆไดอยางลงตัว 

สําหรับงานในอนาคตนั้นจะเปนการปรับปรุงวิธีการที่ได
กลาวในบทความนี้ใหครอบคลุมกับปญหาที่มีความไมตอเน่ืองใน
แผนภาพไอโซคลินิกซ่ึงปญหาน้ีพบไดทั่วไปในทางปฏิบัติ ทั้งน้ี
วิธีการซ่ึงใหไดมาของแผนภาพทิศทางความเคนหลัก  น้ันจะ
ไดมาจากการกลับเคร่ืองหมายของทิศทางความเคนหลัก   
อยางไรก็ตามหากแผนภาพไอโซคลินิกมีความไมตอเน่ืองดวยแลว
วิธีการดังกลาวจะไมสามารถใชได ซ่ึงรายละเอียดจะไดนําเสนอให
ทราบตอไป 
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